62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/

Ulohy domaci casti |. kola kategorie C

1. Ctvercovd tabulka je rozdélena na 16 x 16 policek. Kobylka se po ni pohybuje dvéma
sméry: vpravo nebo doli, pricemZ stridd skoky o dvé a o tFi policka (to jest Zadné
dva po sobé jdouct skoky nejsou stejné dlouhé). Zacind skokem délky dva z levého
horniho policka. Kolika riznymi cestami se muze kobylka dostat na pravé dolnt
policko? (Cestou rozumime posloupnost policek, na kterd kobylka skoci.)

RESENI. V pritbéhu své cesty se kobylka musi posunout o celkem 15 poli¢ek doprava

a 15 policek dolii. Dohromady se tak posune o 30 policek, takze dvojici skokti délky

2 4+ 3 = 5 zopakuje celkem Sestkrat. Presnéji vyjadieno, jeji jednotlivé skoky budou mit
délky postupné

2,3,2,3,2 3,2, 3, 2,3, 2, 3, (1)

takze pujde Sestkrat o skok délky dva (2-skok) a Sestkrat o skok délky t¥i (3-skok).
Jestlize jednotlivym 2-skoktim a 3-skokiim pfipiSeme poradova cisla podle jejich po-
zice v (1), bude kobyl¢ina cesta jednozna¢né uréena vybérem pofadovych ¢isel skokii
sméfujicich doprava (zbyvajici pak budou smétfovat dolti). Musime pfitom dbat jen na
to, aby soucet délek takto vybranych skoki (tj. skokii doprava) byl roven 15. Toho lze
povolenymi délkami dosdhnout (bez rozliseni poradi skokt) nasledujicimi zpusoby:

15=3+3+3+3+3,
15=3+3+3+2+2+2,
15=3+2+2+24+2+2+2.

V prvnim ptipadé bude pét ze Sesti 3-skokt doprava (a vSechny 2-skoky dol),
takze cesta bude uréena pouze pofadovym ¢islem toho (jediného) 3-skoku, ktery bude
smeérovat doli. Proto je cest tohoto typu praveé 6.

Ve druhém ptipadé bude cesta urcena poradovymi ¢isly tii 3-skokti doprava a po-
fadovymi ¢isly t¥1 2-skokt doprava. Vybéry obou trojic jsou nezavislé (tj. lze je spolu
libovolné kombinovat) a pii kazdém z nich vybirdme t¥i prvky ze Sesti, coz lze udélat
20 zptisoby.! Proto je cest tohoto typu 20 - 20 = 400.

Ve tretim pripadé je kobylcina cesta urcena pouze poradovym c¢islem toho jediného
3-skoku, ktery bude sméfovat doprava, takze cest tohoto typu je (stejné jako v prvnim
piipadé) opét 6.

Odpovéd: Hledany celkovy pocet kobyléinych cest je 6 + 400 + 6 = 412.

JINE RESENI. Zadanou ulohu ,pro pravé dolni policko“ vyFesime tak, Ze budeme
postupné urcovat pocty kobylc¢inych cest, které vedou do jednotlivych policek tabulky
(policka budeme postupné volit od levého horniho policka po jednotlivych vedlejsich
diagonalach, nebot jak snadno zjistime, po urc¢itém poctu skokt skoné¢i kobylka na téze
vedlejsi diagonale; tak se nakonec dostaneme k tomu nejvzdalenéjsimu, totiz pravému

1 Resitelé kategorie C jesté patrné neznaji kombinaéni &isla, doporuéime jim proto, aby podet 6-5-4
vSech uspofadanych trojic (ze 6 prvki) vydélili po¢tem 6 vSech pofadi jedné trojice prvkd.
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dolnimu poli¢ku). Pro dalsi vyklad ozna¢me jako (i,j) policko v i-tém fadku a j-tém
sloupci.

Je zfejmé, ze povolenym zptsobem skakani se kobylka dostane jen na néktera po-
licka celé tabulky. Po prvnim skoku (ktery musi byt 2-skok z poli¢ka (1,1)) se kobylka
dostane jen na policko (1, 3) nebo (3, 1), po druhém skoku (tedy 3-skoku) to bude nékteré
z policek

(1,6), (3,4), (4,3), (6,1).

Ve vSech dosud zminénych polickach je na obrazku vepséano ¢islo 1, nebot do kazdého
z nich vede jedina kobyl¢ina cesta. Situace se zméni po tfetim skoku (2-skoku) kobylky,
nebot do policek (3,6) a (6,3) vedou vzdy dvé cesty, a to z policek (1,6) a (3,4), resp.
policek (6,1) a (4,3). Takto v dalsim kroku nasi tivahy uréime vSechna policka, na ktera
se kobylka muze dostat po ¢tyrech skocich, i pocty cest, které v téchto polickach konci.
V zapliiovani tabulky témito ¢isly (postupem podle poétu skokt kobylky) pokracujeme,
az se dostaneme do ,cilového* policka (16,16). Pfitom neustdle vyuzivame toho, ze
posledni skok kobylky na dané policko ma danou délku a jeden ¢i oba mozné smeéry.
V prvnim pripadé c¢islo z predposledniho policka na cesté na posledni policko opiseme,
ve druhém pripadé tam napiSeme soucet ¢isel z obou moznych predposlednich policek.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4
1 1 2 2 3 3
1 1 3 3 6
1 2 4 6 9 12 16
1 2 4 7 10
1 2 6 9 18 24 40
2 3 9 13 25 35
2 4 13 20 44
1 3 9 18 36 61 101
3 7 20 40 75
1 3 12 25 61 105 206
3 6 24 44 105 180
3 10 35 75 180
1 4 16 40 101 206 412

Stejné jako v prvnim feseni dochézime k vysledku 412.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Kobylka skice po tseéce délky 10cm a to skoky o 1cm nebo o 2cm (vzdy stejnym
smérem). Kolika zplisoby se muze dostat z jednoho krajniho bodu tsecky do druhého?
[Pokud oznacime an,, pocet zpiisobt, kolika se muze kobylka dostat do bodu vzdéleného
ncm od pocateéniho bodu tsecky, pak pro kazdé n = 1 plati ant2 = an+1 + an.
Protoze a; = 1 a ag = 2, mizeme dalsi pocty as, a4, ... postupné pocitat podle vzorce
z predchozi véty, az dospéjeme k hodnoté€ a19 = 89. Pii jiném postupu je mozno rozdélit
vSechny cesty podle toho, kolik pfi nich udéla kobylka skokd délky dva (jejich pocet
muze byt 0, 1, 2, 3, 4 nebo 5 a tim je také urcen pocet skoku délky 1: 10, 8, 6, 4, 2
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nebo 0). Ke kazdému takovému poctu pak uréime podet vSech riiznych poradi jednicek
a dvojek (davajicich v sou¢tu 10). Dostaneme tak 14+9+28+35+ 1541 = 89 moznych
cest.]

2. Sktitek se pohybuje v tabulce 10 x 15 skoky o jedno policko nahoru nebo o jedno
policko doprava. Kolika riznymi cestami se mize dostat z levého dolniho do pravého
horniho policka? [Skfitek udéla 9 skokt nahoru a 14 skokii doprava. Jeho cestu urcime,

kdyz v poradi vSech 23 skoki vybereme téch devét, které povedou nahoru. Pocet téchto
23-22-...-16-15
vybéri 9 prvku z danych 23 je roven zlomku 9.8 5.1 tedy ¢islu 817190.]
3. Uréete pocet dvojic (a,b) celych kladnych éisel (1 < a<b < 86), pro které je soucin
ab délitelny tfemi. [C-51-1I-1]
4. Urcete pocet vSech Ctyfmistnych prirozenych cisel, kterd jsou délitelna Sesti a v jejichz
zépisu se vyskytuji pravé dvé jednicky. [C-56—S—1]

2. Pro kladnd redlna cisla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac—+ bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu mize mit soucet a +b+c+ d?

RESENI. Nejprve ukézeme, ze prvni dvé rovnosti ze zadani tilohy jsou splnény jenom
tehdy, kdyz plati a = c a zaroven b = d. Skutec¢né, diky tomu, ze zadana ¢isla jsou kladna
(a tedy rtzna od nuly), miZeme zminéné rovnosti zapsat jako

a(l%—%)zc(l%—%) a g:%l.

Podle druhé rovnosti vidime, ze soucty v obou zavorkach z prvni rovnosti maji stejnou
kladnou hodnotu, takze se musi rovnat prvni ¢initelé obou jejich stran. Plati tedy a = ¢,
odkud uz plyne i rovnost b = d.

Kdyz uz vime, ze plati a = ¢ a b = d, vystacime dale pouze s proménnymi a a b
a najdeme nejvétsi hodnotu zadaného souctu

S=a+b+c+d=2(a+b)

za jediné podminky, totiz ze kladné ¢isla a, b spliiuji rovnost a? + b?> = 1, ktera je
vyjadfenim tfeti zadané rovnosti ac + bd = 1 (prvni dvé jsou diky rovnostem a = ¢
a b= d zfejmé).

Vsimnéme si, ze pro druhou mocninu (kladného) souctu S plati

S? = 4(a +b)* = 4(a® + b*) +8ab =4 -1 + 8ab = 4(1 + 2ab),

takze hodnota S bude nejvétsi, pravé kdyz bude nejvétsi hodnota 2ab. Ze zifejmé nerov-
nosti (a — b)? = 0 po roznasobeni oviem dostaneme

2ab < a? +b% =1,

pritom rovnost 2ab = 1 nastane, pravé kdyz bude platit a = b, coz pro kladna cisla
a, b spolu s podminkou a? + b?> = 1 vede k jediné vyhovujici dvojici a = b = 1/v/2.
Nejvétsi hodnota vyrazu 2ab je tedy 1, takze nejvétsi hodnota vyrazu S? je 4(1+1) = 8,
a tudiz nejvétsi hodnota S je v/8 = 2v/2. Doséhne se pro jedinou piipustnou &tvefici
a:b:c:dzl/\/i



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Ukazte, Ze nerovnost %(u + v) 2 \/uv mezi aritmetickym a geometrickym priimérem
dvou libovolnych nezapornych éisel u a v plyne ze zfejmé nerovnosti (a — b)? = 0
vhodnou volbou hodnot a a b. [Zvolte a = y/u a b = y/v.] Podobnym obratem nebo
pfimym uzitim zminéné AG-nerovnosti (v nékterych pfipadech i nékolikerym) dokazte
dalsi nerovnosti

2abc L a? + 022, a4+ b* 2 aPb+ab®, (14 a+b)? 2> 3(a+b+ab),

EtEZith ﬁ*éim’ (a4 ) (b )+ ) 28

v nichz a, b, ¢, d oznacuji libovolna kladné cisla.
2. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

m<2(a2+3ab+b2)<a+b
= 5(a +b) = 2

)

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy pfechazi v rovnost. [59—-C-I-5]
3. Dokazte, ze pro libovolna ruzna kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2
[58-C-1-6]

4. Dokazte, ze pro libovolna nezaporna cisla a, b, ¢ plati

(a+ be)(b+ ac) = ab(c +1)2.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [58-C—S—1]
5. Splnuji-li redlna cisla a, b, ¢, d rovnosti

a2+b2:b2—|—02:c2+d2:1,

plati nerovnost
ab+ ac+ ad + bc + bd + cd < 3.

Dokazte a zjistéte, kdy pfitom nastane rovnost. [55-C—II-2]
6. Necht a, b, ¢, d jsou takova redlna éisla, ze a + d = b + ¢. DokaZzte nerovnost

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) 2 0.

[54-C-1-1]

3. Je dan obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnoZinu vsech bodu,

jejichz soucet vzdalenosti od primek AB, BC', CD, DA je roven %0.

RESENI. Pozadovanou hodnotu souctu étyr vzdalenosti zapiseme ve tvaru

2 1 1 1
30= 60+20— 60—|—|AB\—|—|BC’\. (1)
Pro libovolny bod v pasu uréeném primkami AB a C'D plati, Ze soucet jeho vzda-
lenosti od téchto dvou rovnobézek je roven jejich vzdélenosti, tj. |BC|. Pro libovolny
bod vné tohoto pasu je soucet dvou uvazovanych vzdalenosti roven souctu hodnoty
| BC| a dvojnasobku vzdalenosti od blizsi z obou rovnobézek. Podobna dvé tvrzeni plati
pro soucet vzdalenosti libovolného bodu od rovnobézek BC a AD ve vztahu k jejich
vzdélenosti |AB|. S ohledem na vyjadieni (1) tak mizeme uc¢init prvni dva zévéry.
(1) V pasu mezi pfimkami AB a CD jsou hledanymi body pravé ty, jejichz soucet
vzdélenosti od pfimek BC a AD je roven %0 + |AB]|. Jsou to tedy body, které lezi
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vné pasu urc¢eného pfimkami BC a AD a maji od blizsi z nich vzdélenost rovnu
%0 12 = %0. Mnozinu hledanych bodi v pasu mezi AB a C'D tak tvoii dvé tsecky
B1C7 a A1 D, znazornéné na obr. 1. Jejich krajni body A, By lezi na pfimce AB
vné usecky AB tak, ze |AAi| = |BB;| = %o; krajni body C7, D lezi na pfimce
CD vné usetky CD tak, ze |CCy| = |DD;| = 0.

Dy Cs
/ \

d AN
D, D c NOi
Al\ A B / Bl

\ /
\ /
Ay By
Obr. 1

(2) V pasu mezi pfimkami BC a AD jsou hledanymi body pravé ty, jejichz soucet
vzdalenosti od pfimek AB a CD je roven go+ |BC|. Jsou to tedy body, které lezi

vné pasu urceného primkami AB a C'D a které maji od blizsi z nich vzdalenost %o.

Mnozinu hledanych bodi v pasu mezi BC a AD tak tvoti dvé tsecky A; Bs a Co Do,

pfitom krajni body Bs, Cs lezi na pfimce BC vné tsecky BC tak, ze |BBs| =

= |CCq| = %o a krajni body As, D5 lezi na primce AD vné tsecky AD tak, ze

’AAQ’ = |DD2| = %0.

Zbyvéa najit hledané body mimo sjednoceni obou uvazovanych péasi, tedy body
lezici v nékterém ze ¢tyr pravych thld A1 AAs, BiBBs, C1CCy ¢ D1DDs. 7 vyse
provedenych avah vyplyva, ze v kazdém z téchto thli hleddme prave ty body, jejichz
soucet vzdalenosti od obou ramen thlu je roven hodnoté 1—120.

S ohledem na symetrii ukazeme pouze, ze takové body uhlu 4 |_

A1 AA; vyplni tsecku A; As; v ostatnich tfech tthlech to pak X T~ X

budou tsecky BBy, C1Cy, D1 Dy (obr.1). od, \
Vsimnéme si nejprve, Ze body A, As jsou jediné body // \

na ramenech thlu A; AA,, které maji pozadovanou vlastnost. ;0 d \\

Pro libovolny vnitini bod X thlu A; AAs oznac¢me jako dy, do // A \

vzdalenosti bodu X od ramen AAq, resp. AAs. Hledame pak A )'(1 /\11

pravé ty body X, pro néz plati d; + dy = %0 (obr. 2). Tuto
yrovnici® nyni vyfe§ime iivahou o obsahu S utvaru AA; X A, Obr. 2
ktery je bud trojuhelnik, nebo konvexni ¢i nekonvexni ¢tyiuhelnik.

Obsah S je vzdy roven souc¢tu obsahti dvou trojihelniki AA; X a AA5X:

1 1 1 1
S=8a4a,x +Saa,x = =|AA|d1 + =|AAs|dy = = - —o0- (d1 + da).
2 2 2 12
Rovnice d; + dy = 1—120 je tak splnéna, praveé kdyz obsah S ma stejnou hodnotu jako

obsah Sy pravouhlého trojihelniku AA; As, jehoZ obé odvésny maji shodnou délku %0.
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Hledané body X jsou tudiz pravé ty, pro néz je utvar AA; X A, trojuhelnik; je-li totiz
AA1 X Ay konvexni, resp. nekonvexni Ctyfuhelnik, plati zfejmé S > Sy, resp. S < Sp.
Hledané body X tuhlu AA; As proto skutecné tvori tsecku A As.

Odpovéd: Hledand mnozina je sjednocenim osmi tsecek, jez tvori hranici osmithel-
niku AlAQBQBlClCQDQDl.

Pozndmka. Z obr. 2 je také patrné, ze rovnice dy + dy = ¢, kde ¢ = |AA;| = |AAs],
bude splnéna, pravé kdyz bude | X1 41| = di a |X245| = da, tj. pravé kdyz budou oba
trojuhelniky X X;A4; a X X5 A5 rovnoramenné. To zfejmé nastane, pravé kdyz bude thel
A1 X Ay pFimy, protoze | AA; Ag| = 45°.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V roviné je dano k navzajem rtiznych rovnobézek. Které body této roviny maji nejmensi
soucet vzdalenosti od zminénych k rovnobézek? Odpovéd promyslete nejdiive pro malé
hodnoty k = 2,3,4,... a pak podejte zobecnéni. [V pfipadé sudého k jde o body pésu
mezi dvéma ,,prostfednimi“ rovnobézkami, v pripadé lichého k jde o body na prostiedni
rovnobézce.|

2. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC s odvésnami AC, BC délky 1cm.
V pravém thlu ACB urcete vSechny ty body, jejichz soucet vzdalenosti od ramen C'A,
CB je roven a) lcm, b) 3cm. [V pripadé a) pro hledany bod X porovnejte obsah
atvaru vzniklého slepenim trojuhelniki ACX a BCX s obsahem trojuhelniku ABC
a vyvodte odtud, ze vyhovujici body X vyplni tse¢ku AB. V pfipadé b) zaméite body
A, B vhodnymi body A’, B’ na ramenech C A, resp. CB a uzijte stejny postup jako
v ptipadé a).]

3. V roviné jsou dany dveé rovnobézky a a b vzdalené 1 cm a primka c k nim kolma. Urcete
vSechny body roviny, jejichz soucet vzdalenosti od pfimek a, b, ¢ je roven 2 cm. [Rozliste
pripady, kdy takovy bod lezi v pasu ur¢eném primkami a, b a kdy lezi v jednom ze Ctyr
pravych Ghld tvofenych piimkou ¢ a jednou z pfimek a & b.]

4. Je déna usecka AB. Sestrojte bod C' tak, aby se obsah trojihelniku ABC rovnal 1/8
obsahu S ¢tverce o strané AB a soucet obsaht ¢tverci o strandch AC a BC' se rovnal S.
Kolik m4 tloha feSeni pro dané umisténi tsecky AB v roviné? [C-54-S-3|

4. Rozhodnete, zda z libovolnych sedmi vrcholi daného pravidelného devatendctithel-
niku lze vZdy vybrat ctyri, které jsou vrcholy lichobézniku.

RESENI. Ozna¢me S stfed daného pravidelného 19-thelniku A;As...Aq9. Osa
kazdé tsecky A;A; je primka, kterd kromé bodu S prochézi jesté jistym vrcholem A
(diky tomu, ze ¢islo 19 je liché). Proto lze vSechny tsecky A;A; rozdélit do 19 skupin
navzajem rovnobéznych tisecek se spolecnou osou, kterou je vzdy jedna z primek SAy.
V kazdé skupiné je pfitom ziejmé (19 —1) : 2 = 9 tsedek a kazdé dvé z nich jsou zdklad-
nami lichobézniku (nemtze jit o rovnobéznik, nebot zadné z tsecek A;A; neprochazi
stfedem S, opét diky tomu, Ze ¢islo 19 je liché).

Pocet vSech tsecek A;A; s krajnimi body v libovolné vybrané sedmiprvkové mno-
ziné vrcholt je (7-6) : 2 = 21 > 19, takze dvé z téchto tsecek lezi ve stejné z 19 popsanych
skupin. Tim je existence kyzeného lichobézniku dokéazéana, af je sedmiprvkovd mnozina
vrcholt zvolena jakkoliv.

Pozndmka. Vstupni tivahu o ose tsecky A;A; lze vynechat. Misto toho 1ze rovnou
popsat onéch 19 devitiprvkovych skupin navzajem rovnobéznych tsecek a pak konsta-
tovat, ze jde o vSechny mozné tsecky A;A;, nebot téch je (19-18) : 2 = 19 -9, tedy
prave tolik co usecek v popsanych 19 skupinéach.

JINE RESENI. Zatimco v puvodnim FeSeni jsme uvazovali o zdkladnach hledaného
lichobézniku, nyni se zamérime na jeho ramena ¢i thlopticky. V obou pfipadech musi jit
o dvé shodné tsecky, nebot kazdy lichobéznik, kterému lze opsat kruznici, je rovnora-
menny. Osy jeho zédkladen totiz museji prochézet stftedem opsané kruznice, takze splyvaji
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a tvori tak osu soumeérnosti celého lichobézniku. Naopak kazdé dve tétivy téze kruznice,
které maji stejnou délku kratsi nez primeér kruznice, nejsou rovnobézné a nemaji spo-
leény krajni bod, tvofi bud ramena, nebo thlopticky (rovnoramenného) lichobézniku
(staci si uvédomit, ze libovolné dvé shodné tétivy téze kruznice jsou soumérné sdruzené
podle pfimky prochézejici stfedem zminéné kruznice a prisecikem odpovidajicich secen).

V pravidelném 19-thelniku A; Ay ... A9 maji zfejmé vSechny tsecky A;A; dohro-
mady pouze 9 riznych délek. Ve vybrané sedmiprvkové mnoziné vrcholt mé oba krajni
body celkem (7-6) : 2 = 21 tseéek. Protoze 21 > 2-9, podle Dirichletova principu nékteré
tfi z téchto tsecek maji stejnou délku (tj. jsou shodné). Kdyby kazdé dvé z téchto tii
tseCek mély spoleény vrchol (a vime, Ze z libovolného vrcholu vychézeji nejvyse dveé
shodné strany ¢i thlopficky), vytvorily by tyto tii usecky rovnostranny trojthelnik, coz
neni mozné, nebot 3 1 19. Proto nékteré dvé z téchto t¥i shodnych tiseéek nemaji spoleény
krajni bod, takze to jsou bud ramena, nebo thlopticky rovnoramenného lichobézniku
(proté&jsi strany rovnobézniku to byt nemohou).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Uziteény Dirichletiv (prihrddkovy) princip se nejéastéji uvddi s dvéma pFirozenymi
¢isly k a n takto: ,Je-li alespon nk+ 1 pfedmétt rozdéleno do n prihradek, je v nékteré
z nich alesponl k+1 z téchto pfedméti.“ I kdyz jde o velice jednoduché tvrzeni (zdtvod-
néte ho sami), nachazi Géelné uplatnéni v mnoha situacich (éasto dokonce s hodnotou
k=1).

1. Z libovolnych 82 pfirozenych ¢isel 1ze vybrat dvé ¢isla tak, aby jejich rozdil byl délitelny
¢islem 81. Dokazte. [Rozdélte ¢isla do skupin podle jejich zbytku p¥i déleni éislem 81.]

2. Vybereme-li z mnoziny {1,2,3,...,100} libovolné 12 ruznych ¢isel, pak rozdil nékterych
dvou z nich bude dvojmistné éislo zapsané dvéma stejnymi ¢islicemi. Dokazte. [Rozdélte
¢isla do skupin podle jejich zbytku pfi déleni ¢islem 11.]

3. Dokazte, ze ze 111 raznych celych cisel se vzdy da vybrat jedenact takovych, ze jejich
soucet je délitelny jedendacti. [Vyuzijte toho, ze soudet 11 &isel se stejnym zbytkem pfi
déleni ¢islem 11 je nasobkem ¢&isla 11.]

4. 74dné z danych 17 celych &isel neni délitelné ¢islem 17. Dokazte, Ze soucdet nékolika
z téchto danych éisel je ndsobkem ¢isla 17. [Dand ¢isla oznacte jako aq, . ..,a17 a uvazte
zbytky 17 sou¢tt s; = a1 +a2+...+a; (1 =1,2,...,17) pfi déleni éislem 17; neni-li
zadny z nich roven 0, davaji dva ze souctl s; < s; stejny zbytek modulo 17, takze je
¢islem 17 délitelny rozdil s; — s; pro néktera i < j.]

5. Tabulka 6 X 6 je zaplnéna ¢isly —1,0, 1. Secteme ¢isla v jednotlivych fadcich, sloupcich
i obou uhloprickach. Dostaneme 6 + 6 4+ 2 = 14 soucti. Dokazte, ze né€které dva z nich
se sobé& rovnaji. [VSechny soucty lezi v mnoziné celych éisel z intervalu (—6, +6), ktera
ma jen 13 prvki.]

6. Jaky nejveétsi pocet krald mizeme umistit na sachovnici 8 X8, aby se zadni dva navzajem
neohrozovali? [16. Rozdélte celou Sachovnici na 16 dila 2 x 2.]

7. Vybereme-li v rovnostranném trojuhelniku o stran€ a libovolné 10 bod, pak vzdalenost
nékterych dvou vybranych bodu je nejvyse a/3. Dokazte. [Cely trojuhelnik rozdélte na
9 rovnostrannych trojihelnikd o strané a/3.]

8. Deset rodin z jednoho domu travilo dovolenou v zahranici. Kazda jela jinam a po-
slala domt® pohlednice péti z ostatnich rodin. Dokazte, ze nékteré dvé rodiny si po-
slaly pohlednice navzajem. [VSech pohlednic bylo 50, rtznych dvojprvkovych mnozin
{odesilatel, adresat} je nejvyse (10-9) : 2 = 45.]

9. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet Cisel tak, aby soudet zaddnych
dvou vybranych éisel nebyl nasobkem jedenécti. (Vysvétlete, proé zvoleny vybér ma
pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsitho poétu éisel nevyhovuje.) [58—C-1-5]

5. Urcete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n3 — 3n? +n + 3 je prvocislo.

RESENI. UkaZeme, Ze jedinymi celymi ¢isly, ktera vyhovuji tloze, jsou n = 0 a
n=1.
Upravme nejprve vyraz V = 2n3 — 3n? + n + 3 nasledujicim zpfisobem:

V=mn=3n*+2n)+n*-n)+3=mn-2)(n—1n+(n—1n(n+1)+3.
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Oba souciny (n — 2)(n — 1)n a (n — 1)n(n + 1) v upraveném vyrazu V jsou délitelné
tfemi pro kazdé celé ¢islo n (v obou piipadech se jednd o soucin tf¥i po sobé jdoucich
celych ¢isel), takze vyraz V je pro vSechna celd ¢isla n délitelny tfemi. Hodnota vyrazu
V' je tak prvocislem, praveé kdyz V = 3, tedy praveé kdyz soucet obou zminénych soucini
je roven nule:

0O=n—-2)(n—1)n+(n—1nn+1)=nn—-1[(n—-2)+(n+1)]=n(n—-1)2n—-1)

Posledni podminku vSak splnuji pouze dvé cela ¢islan, aton =0 an = 1. Tim je tloha
vyfesena.

Pozndmka. Fakt, ze vyraz V je délitelny tfemi pro libovolné celé n, mizeme odvodit
také tak, ze do néj postupné dosadime n = 3k, n = 3k + 1 an = 3k + 2, kde k je celé
¢islo, rozdélime tedy vSechna cela cisla n do tii skupin podle toho, jaky davaji zbytek
pri déleni tfemi.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢&islo m je rozdil m8 — m? délitelny ¢islem 60.

2. Uréete viechna kladné cela &isla m, pro ktera je rozdil m® — m?2 délitelny ¢islem 120.
[C-55-1-1]

3. Pro ktera dvojmistna ¢isla n je ¢islo n3 — n délitelné stem? [C-50-S—3]

4. Dokazte, ze pro libovolna cels &isla n a k vétsi nez 1 je &islo nF+2 —n* délitelné dvanécti.

[C-59-T1-1]

6. Uvnitr pravidelného Sestivhelniku ABCDEF s obsahem 30 cm? je zvolen bod M.
Obsahy trojuhelniki ABM a BCM jsou po tadé 3 cm? a 2 cm?. Urcéete obsahy
trojuhelniki CDM, DEM, EFM a FAM.

RESENT. Uloha pojednéava o obsahu Sesti trojihelnikt, na které je dany pravidelny
Sestitthelnik rozdélen spojnicemi jeho vrcholi s bodem M (obr.3). Cely Sestitthelnik
o daném obsahu, ktery oznacime jako S, lze rovnéz rozdélit na Sest rovnostrannych
trojuhelnikti o obsahu S/6 (obr.4). Oznacime-li r jejich stranu, v vzdalenost rovnobézek
AB, DE a v; vzdalenost bodu M od ptimky AB, dostaneme

1 1 1 S
Sapm + SEpM = 3"t 57’(1) —v) = =3
nebot S/3 je soucet obsahii dvou vybarvenych rovnostrannych trojihelnik. Diky sy-
metrii maji stejnou hodnotu S/3 i soucty Spon + Serm a Scpyv + Span. Odtud jiz
dostavame prvni dva neznamé obsahy Spry = S/3 — Sapym = Tem? a Sppy = S/3—
— SBCM = 8(31112.

E D E D

Obr. 3




Jak urcit zbyvajici dva obsahy Scpys a Spanr, kdyz prozatim zndme pouze jejich
soucet S/37 Vsimnéme si, Ze soucet zadanych obsahu trojuhelniki ABM a BCM mé
vyznamnou hodnotu S/6, kterd je i obsahem trojihelniku ABC' (posledni plyne opét
z obr.4). Takova shoda obsahii znamenda pravé to, Ze bod M lezi na thlopficce AC.
Trojuhelniky ABM a BC'M tak maji shodné vysky ze spole¢ného vrcholu B a totéz
plati i pro vysky trojahelniki CDM a FAM z vrchola F' a D (bodu, jez maji od
piimky AC' stejnou vzdalenost). Pro poméry obsahti téchto dvojic trojihelniki tak

dostavame
Scpm  |CM|  Spem 2

Srav |AM|  Sapm 3

V souétu Scpar + Sranm 0 hodnoté S/3 jsou tedy séitanci v poméru 2 : 3. Plati proto
SCDM = 4cm2 a SFAM = 6(}1112.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V daném rovnobézniku ABCD je bod E stied strany BC a bod F' lezi uvnitf strany AB.
Obsah trojthelniku AF D je 15 cm? a obsah trojihelniku FBE je 14 cm?. Uréete obsah
¢tyfahelniku FECD. [57-C-S-2]

2. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznaéme D patu vysky z vrcholu C a P, Q odpo-
vidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojuhelniku
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznac¢me postupné S1, S2, S3, Sa. Vypoctéte S : S3, jestlize
S1:82=2:3,53:854=23:8. [65-C-I-5]

3. Zakladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zéakladna C'D. Ozna¢me M stied
strany AB a P prusecik tsecky DM s uhloprickou AC. Vypocitejte pomér obsaht
trojthelniku CDP a ¢tyfuhelniku M BCP. [55-C-11-1]



