62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie A

1. V obdélniku ABCD o stranich |AB| = 9, |BC| = 8 lezi vzajemné se dotykajici
kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) tak, ze k1 se dotyka stran AD a CD, ko se dotyka
stran AB a BC.

a) Dokazte, ze 11 + ro = 5.
b) Uréete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu obsahu trojuhelniku AS;Ss.

2. Na kazdé z n+1 stén n-bokého jehlanu je napsano ¢islo 0. V kazdém kroku zvolime
néktery vrchol a ¢isla na vsech sténach obsahujicich tento vrchol zvétsime o 1 nebo
je vSechna zmensime o 1. Dokazte, Ze nemiize nastat situace, v niz by na vsech
sténach jehlanu bylo napséano ¢islo 1.

3. Urcete vSechny trojice redlnych ¢isel a, b, ¢, které spliuji podminky

A2+ +c=26, a+b=5 a b+c=>T.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 11. prosince 2012

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti skolniho kola kategorie A

1. a) Bodem S; vedme rovnobézku se stranou AD a jeji pruseciky se stranami AB
a CD ozna¢me M a N. Podobné vedeme bodem S5 rovnobézku s AB a jeji priseciky se
stranami AD a BC oznac¢ime K a L; prusecik pfimek KL a M N ozna¢me P (obr.1).
Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik S; P.Ss plati
(7’1—|—T2)2 = (8—7‘1 —T2)2+(9—7’1 —7‘2)2 (1)
a odtud
(r1+72)* — 34(r1 +12) + 145 = 0,
(T1+T2—5)(T1+7‘2—29) = 0.

Protoze 2r; < 8, 2ry < 8 (priumér kruznic, které podle zadani lezi celé v daném obdél-
niku, nemuze byt vétsi nez délka strany AD), musi platit r1 + ro = 5.
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b) Ozna¢me @ patu kolmice z bodu Ss na stranu AB, R patu kolmice z bodu S; na
stranu AD a T prusecik piimek @S, a RSy (obr.1). Obsah S trojihelniku AS5S; vy-
pocitame tak, Ze od obsahu pravouhelniku AQT R odecteme soucet obsahu pravouhlych
trojahelnikti AQSs, AS1R a S15:T":

1 1 1
52(9—7“2)(8—7“1)—57“2(9—7“2)—5’)“1(8—’)“1)—5(9—7"1—7“2)(8—7"1—7“2):
9 1 1 17 1
=T72—-9r —87“2—|—r1r2—§T2+§r§—4r1—|—§r%—36+?(r1 +173) — 5(7“1 +1r9)? =
9 9 1
:36—57"1—47’2:36—57’1—4(5—7‘1):16—57‘1,

kam jsme pii posledni tpravé dosadili za ry z rovnosti 1 + ro = 5. Z ni a z nerovnosti
2r; < 8, 2ry < 8 déle vyplyva, ze oba poloméry rq, ro lezi v intervalu (1,4), a proto

1 31
§ =165 e <14, ?>;



obsah ma nejmensi hodnotu 14, je-li 1 = 4 a ro = 1, a nejvétsi hodnotu %, jestlize
rr=1ary =4.

Jiné Feseni. a) Oznacme « thel PS5S; (obr. 1). Z rovnosti |AB| = |K P|+|PSs|+
+ |S2L| plyne r1 + (r1 + 72) cosa + ro = 9 ¢ili
(1 +cosa)(r; +r2) =09. (2)
Podobné z rovnosti |[AD| = |MP| + |PS:| + |S1N| vyplyva
(1+sina)(r; +1r2) = 8. (3)

Z poslednich dvou rovnic vychazi

8(1+ cosa) = 9(1 + sina),

8cosa =1+ 9sina.

2 v = 1 —sin? o dostavame kvadratickou

Umocnénim této rovnice a vyuzitim identity cos
rovnici pro sin «,

64(1 — sin® ) = 1+ 18sin a + 81sin® a,
145sin® o + 18sina — 63 = 0.

Ta m4 diskriminant D = 182 +4 - 63 - 145 = 9(36 + 28 - 145) = 3% - 2!2 a dva realné
21

kofeny —35 a % Protoze « je vnitini thel trojihelniku, dostavame
sina = —,
)
a tudiz
+ _5 )
ry+re = =
! > 1+sina

b) Obsah S trojuhelniku AS5S; lze vypocitat pomoci vektorového soucinu vektoru
Sy — A a S7 — A. Kartézskou soustavu soufadnic zvolme tak, aby platilo A = [0, 0, 0],
B =19,0,0], D = [0,8,0]. Potom Sy = [9 — ra,73,0], S1 = [r1,8 — r1,0] a zkoumany
obsah S je

S = %KSQ—A) X (Sl—A)| = %[(9—7“2)(8—7“1)—7“17"2] = %(72—97“1—87”2) =

9
= 36 — 57‘1 — 47’2.

Dostali jsme stejny vyraz jako v prvnim feSeni, a tak tymz postupem zjistime, ze zkou-

many obsah mé nejmensi hodnotu 14 a nejvétsi hodnotu 3—21

Za tplné feSeni udélte 6 bodi. Jeden bod udélte za rovnici (1) nebo za soustavu (2), (3), dalsi bod
za uréeni soudtu 71 + 72, tedy za ast a) nejvyse dva body. Dva body dejte za vhodné vyjadieni
obsahu trojahelniku AS2S1 a zbyvajici dva body za urceni nejmensi a nejvétsi hodnoty obsahu vyuzitim
nerovnosti 1 Sr; £4¢i 1< ry < 4.



2. Oznacme b soucet ¢isel na boc¢nich sténach jehlanu, a ¢islo na jeho podstaveé.
Zvolime-li néktery z vrcholti podstavy, ¢islo b se zvétsi o 2 nebo zmensi o 2 a cislo a
se zvétsi o 1 nebo zmensi o 1. Hodnota vyrazu V' = b — 2a se tedy nezméni. Pti volbé
hlavniho vrcholu se ¢islo a nezméni a ¢islo b se zvétsi nebo zmensi o n, takze i hodnota
vyrazu V' se zvétsi nebo zmensi o n. Protoze na zacatku je V' = 0, bude V' po libovolném
poctu kroku délitelné ¢islem n. Kdyby byly na vSech sténach jednicky, mél by vyraz V
hodnotu n — 2, jez ¢islem n délitelnd neni, protoze n = 3, a tedy 0 < n — 2 < n.

Jiné resSeni. Dejme tomu, Ze jsme volbou hlavniho vrcholu ¢isla u-krat zvétsili
a v-krat zmensili. Podobné necht se pfi volbé vrcholu A; podstavy éisla w;-krat zvétsila
a z;-krat zmensila. Oznacme y = u — v, r; = w; — z;. Kdyby nyni byly na vSech sténach
jednicky, musely by byt splnény rovnosti

T1+x2+y=1,
To+x3+y =1,

Tp-1+Tn+y=1,
Tp+x1+y=1,
1 +xo+...+x, =1 (4)

Sec¢tenim prvnich n rovnosti dostaneme 2(z1 +z2+...+x,)+ny = n a podle (4) mame
24+ ny =n.

Odtud vyplyva, ze n je délitelem ¢isla 2, to vSak pro zddné n = 3 neplati.

Za uplné feseni udélte 6 bodt. Pfi prvnim postupu dejte 1 bod za ndpad uvazovat soucet b a porovnani
jeho zmén se zménami éisla a v podstavé, dalsi 3 body za nasledné sestaveni vhodného vyrazu V (hodi
se napt. i vyraz V = b+ (n — 2)a). Paty bod pak dejte za vysvétleni, ze hodnota takového vyrazu musi
byt stale délitelna Cislem n, Sesty bod za dikaz, ze tomu tak neni, kdyz jsou na vSech sténéach jednicky.
P#i druhém postupu udélte 2 body za napad uvazovat pocty voleb jednotlivych vrcholt, dalsi 1 bod za
sestaveni soustavy n + 1 rovnic pro potfebné zmény sténovych éisel. Zbylymi 1-3 body pak ohodnotte
aplnost zdivodnéni, Ze doty¢na soustava rovnic nema celociselné reseni.

3. Ukazeme, zZe tloze vyhovuje jedina trojice ¢isel: a =1, b=4 a ¢ = 3.
Ozna¢me s = b+ ¢ 2 7. Dosazenim a = 5 —b a ¢ = s — b do prvni podminky
dostaneme
(5—0b)2+b*+ (s — b)* = 26,

a tedy
30 —2(s +5)b+s*—1=0. (5)

Tato kvadratickd rovnice s parametrem s ma v mnoziné realnych cisel feseni, prave
kdy?# jeji diskriminant spliiuje nerovnost 4(s +5)2 — 12(s? — 1) 2 0. Upravou dostaneme
s2 —5s — 14 < 0 neboli (s +2)(s — 7) < 0. ProtoZe s = 7, musi byt s = 7. Po dosazeni
do (5) vyjde

3b* — 24b + 48 = 0;

tato rovnice méa jediné feseni b = 4. Snadno potom dopocitame a =1 a ¢ = 3.



Jiné resSeni. Uhodneme-li vyhovujici trojici a = 1, b = 4 a ¢ = 3, pak jeji jedinec-
nost snadno zdivodnime, kdyz ukazeme, Zze hodnota nezaporného souctu

S=(a—1)+(b—4)*+ (c—3)?

musi byt pro kazdou vyhovujici trojici rovna nule. Za podminek ze zadani ulohy totiz
plati
S=(a®+b*+c*)—2(a+b)—60b+c)+ (17 +4%+3%) =
=26—2-5—-6(b+c)+26=42—-6(b+¢c)<42—-6-7=0,

takze je skutecné S =0,atedy a=1,b=4ac=3.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pri postupném odvozovani jako v prvnim reseni udélte jeden bod za
vyjadieni a =5 — b, c = s — b, kde s = 7, druhy bod za rovnici 3b% — 2(s + 5)b + s> — 1 = 0, dva body
za nerovnici 4(s + 5)2 — 12(s%2 — 1) 2 0 a jeden bod za jeji vyFeseni. Sesty bod potom za dopoéitani b,
a, c. Za pouhé uhodnuti vyhovujici trojice dejte 1 bod.



