62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti $kolniho kola kategorie B

1. Dokazte, Ze zadna z rovnic
327 4+ 6Y = 2013, |[3%* —6Y| =2013

nemd v oboru celych kladnych cisel reseni.

2. Do policek c¢tvercové mrizky 11x11 jsme postupné zleva doprava a shora dolt
zapsali &isla 1,2,...,121. Ctvercovou destickou 3x3 jsme viemi moznymi zpiisoby
zakryli presné devét policek. V kolika piipadech byl soucet deviti zakrytych cisel
druhou mocninou celého ¢isla?

3. Uvazujme dvé kruznice se stiedy 57 a So takové, ze jejich spole¢né vnitini tecny
protinaji jejich spole¢né vnéjsi teény ve ctyfech bodech. Dokazte, ze tyto ctyri
pruseciky lezi na Thaletové kruznici nad primérem S;.S55.

Klauzurni c¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve Ctvrtek 24. ledna 2013

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomiticky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. Pro y = 1 dostaneme z prvni rovnice 32* = 2013 — 6 = 32 - 223, coZ je rovnice,
kterd neméa v oboru kladnych celych ¢isel feseni, nebot 223 neni mocninou t¥i.

Navic pro y = 1 plati 32* > 9 > 6 pro libovolné kladné celé ¢islo z, takze Gpravou
druhé rovnice dostavame 3% = 2013+6 = 3-673. Z podobného diivodu ani tato rovnice
nema feSeni v oboru kladnych celych cisel.

Déle piedpokladejme, ze y = 2. Pro kazdé kladné celé ¢islo z je jak 327, tak i 6Y
délitelné deviti. Vyrazy na levych stranach obou rovnic jsou tedy délitelné deviti, avsak
2013 deviti délitelné neni. Proto ani v tomto pfipadé nemd zadna z obou rovnic feseni
v oboru kladnych celyjch cisel.

Za Uplné Teseni udélte 6 bodt, z toho za diikaz neexistence feseni u kazdé z rovnic 3 body. Pii neiplném

feSeni ohodnofte diikaz neexistence feSeni pro y = 2 v jedné rovnici 1 bodem, diikaz neexistence feSeni
pro y = 1 v jedné rovnici rovnéz 1 bodem.

2. Ogznac¢me n cislo pokryté stfednim polickem c¢tvercové desticky. Potom prvni
radek této desticky pokryva ¢isla n — 12, n — 11, n — 10, jeji druhy radek pokryva cisla
n—1,nan+ 1 a konecné treti fadek pokryva ¢isla n + 10, n 4+ 11 a n + 12. Soucet
vSech ¢isel pokrytych destickou tak je 9n.

Soucet c¢isel pokrytych ¢tvercovou destickou bude druhou mocninou celého ¢isla,
praveé kdyz jeji stted pokryje ¢islo n, které je samo druhou mocninou celého ¢isla. Mezi
¢isly 1,2,...,121 maji tuto vlastnost pouze éisla z mnoziny {1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100,121}, z nich ale ¢isla 1, 4, 9, 100 a 121 lezi v krajni fadé nebo krajnim sloupci
mrizky 11x11, a nemohou tak byt pokryta stfednim polem ¢tvercové desticky 3 x 3.

Ze vsech moznych pokryti miizky ma pozadovanou vlastnost 6 pokryti, kdy stied

desticky pokryva nékteré z cisel 16, 25, 36, 49, 64 a 81.
Za plné feseni udélte 6 bodu, z toho za vyjadfeni souctu ¢isel pod ¢tvercovou destickou v zavislosti na
nékterém (pokrytém) policku udélte nejvyse 2 body, za spravnou diskusi, kdy je tento soucet druhou
mocninou celého ¢isla udélte nejvyse dalsi 2 body. Za nalezeni alespon tii vyhovujicich pokryti mrizky
udélte jeden bod, pokud fesitel Spatné uvede nékterou polohu desticky, strhnéte 1 bod, pokud Spatné
uvede alespon tfi polohy desticky, strhnéte 2 body.

3. Ozna¢me k; kruznici se stfedem S; a kg kruznici se stfedem S3. Pruseciky
vnitfnich a vnéjsich te¢en oznaéme K, L, M, N (obr.1).

Obr. 1



P1i uvedeném oznaceni jsou primky KL a KM te¢nami jak kruznice kp, tak kruz-
nice ko, takze polopfimky K.S; a KS3 jsou osami dvou vedlejsich thli se spoleénym
ramenem K M. Velikost thlu S; K .S, je tedy % - 180° = 90°, a proto bod K lezi na
Thaletové kruznici nad prameérem S7.55.

Podobnym zplisobem ukazeme, ze na této kruznici lezi i body L, M a N. Tim je
tvrzeni ulohy dokazano.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. Z toho za konstatovani, ze K.S1 je osou thlu s rameny na pfimkach KL
a KM, udélte 1 bod, za podobné zjisténi pro K Sz udélte 1 bod. Tyto body udélte i v pfipadé, kdy
misto bodu K bude uveden néktery z bodt L, M, N. Pozor, toto bodovaci schéma neni aditivni, tj.

v pfipadé stejného pozorovani pro vice bodu K, L, M, N za né udélte nejvyse 2 body. Za zjisténi, ze
thel S1K S (nebo jiny odpovidajici thel) je pravy, udélte 3 body. Za dokonceni dikazu udélte 1 bod.



