62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &asti $kolniho kola kategorie C

1. Danému rovnostrannému trojihelniku vepisme a opisme kruznice. Ozna¢me S ob-
sah vzniklého mezikruzi a T obsah kruhu, jehoz primeér je shodny s délkou strany
daného trojuhelniku. Ktery z obsahti S, T je vétsi? Svou odpovéd zdivodnéte.

2. Urcete vSechny dvojice a, b kladnych celych c¢isel, pro néz plati
a-la,b =4-(a,b),

kde symbol [a, b] zna¢i nejmensi spoleény nasobek a (a, b) nejvétsi spolecny délitel
kladnych celych ¢isel a, b.
3. Kazdy vrchol pravidelného devatenactitihelniku je obarven jednou ze Sesti barev.

Vysvétlete, pro¢ stejnou barvu maji vSechny vrcholy nékterého tupothlého troj-
thelniku.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
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tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. Ukézeme, zZe se oba obsahy rovnaji. Oznac¢me A, B, C' vrcholy daného troj-
thelniku a r a R odpovidajici poloméry jeho vepsané a opsané kruznice; délku jeho
strany oznac¢me a. Obé zminéné kruznice maji spolecny stied S. Oznac¢me jesté P bod
dotyku vepsané kruznice se stranou AB. ProtozZe trojuhelnik ABC je rovnostranny, je P
zaroven stfedem strany AB. Uzitim Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku PSB
dostavame

Bt = (jo)”

. . 7 Id z 2
coz je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim S = n(R? — r?) = n(3a)” =T.
Poznamka. Rovnostranny trojuhelnik o strané a méa vysku velikosti v = %a\/g,

takze zkoumané poloméry jsou R = 2v (= 3av/3) ar = v (= $aV/3), a proto

S:n(R2—T2) :TC(%— a)2:T.
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Za uplné feseni ude€lte 6 bodu.

2. Oznacime-li d nejvétsiho spolecného délitele Cisel a a b, mizeme psat a = kd
ab=1d, kde (k,l) = 1, takze [a,b] = kld. Po dosazeni do dané rovnice tak dostaneme

kd-kld=4-d  apo Gpravé  k?ld = 4.

7 posledni rovnosti je zfejmé, ze mize byt jediné kK = 2 nebo k = 1.
Pro k = 2 vychézi | = d = 1, ¢emuz odpovida dvojice a = 2, b = 1.
Pro k = 1 dostavdme rovnici ld = 4, kterda ma v oboru kladnych celych ¢isel tri
reSeni:
1. I =4, d =1 a fesenim ulohy je dvojice a = 1, b = 4;
2. 1 =2,d=2 ateSenim ulohy je dvojice a = 2, b = 4;
3. 1l =1, d=4 atesenim ulohy je dvojice a =4, b = 4.
Zdver. Uloze vyhovuji pravé &tyfi dvojice kladnych celych &isel (a,b), a to (2,1),
(1,4), (2,4) a (4,4).

Jiné feSeni. VyuZijeme zndmou rovnost [a, b] - (a,b) = a-b, kterd plati pro vsechna
cela kladna a, b. Vynasobenim obou stran dané rovnice ¢islem [a, b] tak dostaneme
ala, b)* = 4ab, neboli [a,b]? = 4b. (1)
Vzhledem k tomu, Ze [a,b] = b, a tedy

4b = [a,b]% > b2,

je b? < 4b, tudiz b < 4. Navic z upravené rovnice (1) plyne, Ze 4b, a tedy i b je druhou
mocninou celého ¢isla. Prozkoumanim obou pfipadi b € {1,4} (dosadime do ptvodni
rovnice postupné vSechny mozné hodnoty (a,b), kterych je kone¢né mnoho, anebo do-
sadime do (1) a vyuZijeme toho, Ze a je délitelem nejmensiho spole¢ného nésobku [a, b))
dojdeme ke stejnému zavéru jako v prvnim fesSeni.



Jiné feseni. Protoze ziejmé plati [a,b] = (a,b), plyne ze zadané rovnosti nerovnost
a < 4, pfiéemz rovnost a = 4 nastane, pravé kdyz [a,b] = (a,b) neboli a = b = 4. To
je prvni feSeni dané dlohy, u vsech ostatnich musi byt a = 1, a = 2, nebo a = 3. Pro
a = 1 mame rovnici 1-b = 4, takze (a,b) = (1,4) je druhym FeSenim. Pro a = 2 mame
rovnici 2[2,b] = 4(2,b) neboli [2,b] = 2(2,b), odkud podle moznych hodnot (2,b) =1
a (2,b) = 2 dostaneme b = 1, resp. b = 4; dalsi dvé (tfeti a ¢tvrté) Feseni tedy jsou
(a,b) = (2,1) a (a,b) = (2,4). Kone¢né pro a = 3 mame rovnici 3[3,b] = 4(3,b), z niz
plyne 3 | (3,b), neboli 3 | b, takze mame vlastné rovnici 3b = 12, jejiz jediné feSeni b = 4
ovSem podminku 3 | b nespliuje.

Poznamka. Diskusi o pripadu a = 3 se lze vyhnout nasledujici ivahou. Ptepisme
zadanou rovnici do tvaru

[a,b] 4

(a,b) a
Protoze zlomek na levé strané je zrejmé celé c¢islo, musi byt takovy i zlomek na pravé
strané, takze a je jedno z cisel 1, 2 nebo 4.
Za uplné feseni udeélte 6 bodt. Za smysluplnou manipulaci s nejvétsim spolecnym délitelem cCisel a a b

(jako napf. dosazeni do zadané rovnice) udélte 1 bod. Za ,uhodnuti“ vSech feSeni udélte 1 bod. Pokud
fesitel pfevede tlohu na rozebrani koneéné mnoha pfipadil (a je si toho védom), udélte 4 body.

3. Protoze 19 > 6 - 3, maji stejnou barvu nékteré ¢tyti vrcholy, které oznacime A,
B, C, D v poradi na opsané kruznici. Ty tvoii vrcholy konvexniho ¢tyithelniku, jehoz
vnitfni thly maji soucet 360°, takze nemohou byt vSechny mensi nez 90°. Zaroven je
ziejmé, ze zadny z nich nemuze byt roven 90°, protoze c¢islo 19 je liché. Aspon jeden
z uhlat ABC, BCD, CDA, DAB je tedy vétsi nez 90°, a proto je ptislusny trojuhelnik
tupotuhly.

Za uplné teSeni udélte 6 bodu, z toho 2 body za konstatovani, ze nékteré ¢tyri vrcholy maji stejnou
barvu.



