62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Je déno 21 ruznych celych cisel takovych, ze soucet libovolnych jedenacti z nich je
veétsi nez soucet deseti ostatnich cisel.

a) Dokazte, ze kazdé z danych éisel je vétsi nez 100.

b) Uréete vSechny takové skupiny 21 rtznych celych ¢isel, jez obsahuji ¢islo 101.
. Necht A, B jsou mnoziny celych kladnych ¢isel takové, ze soucet libovolnych dvou
riznych ¢isel z A nalezi B a podil libovolnych dvou rtznych éisel z B (vétsi ku
mensimu) lezi v A. Urcete nejvétsi mozny pocet prvkd mnoziny A U B.

. V pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou AB a odvésnami délek |AC| = 4
a |BC| = 3 lezi navzdjem se dotykajici kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) tak, Ze k;
se dotyka stran AB a AC a ko se dotyka stran AB a BC. Urcete poloméry r1 a ro,
jestlize plati 4ry = 9rs.
. Dokazte, ze kladna ¢isla a, b, ¢ jsou délkami stran trojihelniku, praveé kdyz soustava
rovnic

a(lyz+z)=b(zx +y)=clay+2), z+y+z=1

s neznamymi z, y, z ma reSeni v oboru kladnych redlnych cisel.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 15. ledna 2013

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomtcky dovoleny nejsou.
Za kazdou ulohu muze soutézici ziskat 6 bodti; bodové hra-
nice k urceni tspésnych resiteli a tspésnych ucastniki bu-
dou stanoveny centralné po vyhodnoceni statistik bodovych
vysledki ze vSech kraji. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred
zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. a) Oznadme dana ¢isla a; < as < ag < ... < ag1. ProtoZe jsou to ¢isla cel4,
plati pro kazdé i € {1,2,...,20} nerovnost a;y; —a; = 1, a proto a;4+10 — a; = 10 pro
kazdé i € {1,2,...,11}. Podminka ze zadani je splnéna, pravé kdyz soucet nejmensich

jedenacti cisel je vétsi nez soucet deseti nejvétsich, tedy
a1 +as+...4+ay1 > ae+aiz3+ ...+ as. (1)

Odtud
a > (CL12 — CLQ) + (CL13 — ag) + ...+ (a21 — CL11) z 10-10 = 100,

protoze nejmensi z danych cisel je vétsi nez 100, jsou vétsi nez 100 vSechna dana cisla.

b) Dokazali jsme nerovnost a; = 101. VSechna ostatni ¢isla jsou proto vétsi nez 101.
Obsahuje-li tedy skupina danych cisel ¢islo 101, musi platit a; = 101. Z ostré nerov-
nosti (1) pak vyplyva neostra nerovnost

(a12 —a2)+ (CL13 —ag) 4+ ...+ (a21 —all) § a; — 1= 100,

a protoze a;110 — a; = 10, musi byt splnéna rovnost a;119 — a; = 10 pro kazdé i €
€ {2,3,...,11}. To nastane pravé tehdy, jsou-li as, as, ..., as; po sobé jdouci cela ¢isla.
Hledané skupiny tedy kromé ¢isla 101 obsahuji jesté libovolnych 20 po sobé jdoucich
celych cisel vétsich nez 101. Soucet jedenacti nejmensich ¢isel z takové skupiny je o 1
vetsi nez soucet deseti nejvétsich.
Za Uplné feseni udélte 6 bodt, po 3 bodech za ¢&sti a) i b). V &4sti a) udélte 1 bod za vstupni
uvahu, ze sta¢i porovnavat souCet 11 nejmensich Cisel se souctem 10 nejvétsich, 1 bod za nerovnosti
a;+10 — a; = 10, 1 bod pak za dokonceni diikazu a; > 100.

V ¢&asti b) dejte 2 body za dikaz rovnosti a;+10 — a; = 10 a 1 bod za popis vSech vyhovujicich
skupin ¢éisel. (Nechybi-li v feSeni a) vstupni tvaha, tolerujte v feSeni b) absenci zavére¢ného konsta-
tovani, Ze nalezené skupiny maji skutecné pozadovanou vlastnost.) Za pouhé uhodnuti konkrétnich
vyhovujicich skupin (naptiklad skupiny ¢isel od 101 do 121) zaddny bod neudélujte, nejsou-li uhodnuty
vSechny — v tom pifipadé udélte 1 bod.

2. Nejprve dokézeme, Ze v mnoziné A mohou byt nejvyse dvé ¢isla. Pripustme, ze
A obsahuje tfi ¢isla a < b < c. Potom do B patii ¢isla a+b < a+c < b+ c, a tedy do
A musi patrit ¢islo
b+c 1 b—a

+ ;
a-+c a-+c

to vSak neni celé, nebot 0 < b—a < a+ c.

Kdyby mnozina B obsahovala ¢tyfi ¢isla k < I < m < n, patrila by do A tfi rizné
¢isla n/k, n/l, n/m. Mnozina B mé tedy nejvyse t¥i prvky a A UB nemuze mit vice nez
pét prvkia.

Tohoto poc¢tu doséhneme, pravé kdyz bude A = {a,b}, B = {k,l,m}, pfiemz a < b
al/k=m/l=a,m/k=>0.Potomb=a? (a2 2)ajednim z prvkii mnoziny B je a + a?;
dalsimi dvéma jsou pak bud a? + a® a a® 4 a*, nebo 1+ a a a? + a>. Pét prvki tak maji
dohromady napf. mnoziny A = {2,4}, B = {3,6,12}.

Za 1iplné feseni udélte 6 bodii. T¥i body dejte za diikaz nerovnosti |A| < 2, jeden bod za dtikaz nerovnosti
|IB| £ |A| + 1 a dva body za nalezeni (stac¢i jednoho) piikladu mnoZin A a B, pro néz |A U B| = 5.




3. Pfepona AB ma podle Pythagorovy véty délku |AB| = 5. Pii obvyklém oznaceni

velikosti thli a stran proto plati cosa = %, cos 3 = %,

cot a /1+cosa_3
g2_ 1—cosa
15} 1+ cosp
cotg — = | —— =2
2 1—cospj

Protoze podle zadani lezi obé kruznice k1, ko celé v trojuhelniku ABC, museji mit
vnéjsi dotyk — kdyby mély vnitini dotyk (v bodé piepony), byla by vétsi kruznice
protata odvésnou dotykajici se mensi kruznice. Ozna¢me D a E dotykové body kruz-
nic k; a ky se stranou AB a F kolmy primét bodu S na tsecku S;D (obr. 1, podle
predpokladu je 71 > r3). Podle Pythagorovy véty pro trojihelnik F'S5S; plati

(7“1 + 7“2)2 = (7“1 — 7“2)2 + |DE|2,
odtud |DE’ =2 \A/T1T2.

C
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Obr. 1

Z rovnosti |AB| = |AD| + |DE| + |EB| mame

c =1y cotg % +2-\/riro + 1o Cotgg =3r1+2-\/rirg + 2rs,

a protoze r| = %7"2, dostavame

27
ng + 3ry + 2r9 =5,
a tedy
20 45
2Ty T ar

Poznamka. Obé kruznice s uréenymi poloméry skutecné lezi v trojuhelniku ABC,
nebot kruznice mu vepsana mé polomér o = ab/(a + b + ¢) = 1, zatimco obé hodnoty
r1, 2 jsou mensi nez 1.



Jinou moznost, jak vypocitat hodnotu cotg %a, poskytuje pravouhly trojuhelnik
ATS, kde S je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a T bod dotyku této kruznice

se stranou AB. Plati
cote & — AT| b+c—a
89 75T T T 20

podobné
¢ é _atc—b
cotg 5 = BT
A dalsi moznost: V pravouhlém trojihelniku X C'B s odvésnami délek | X C| = ¢+b,
|CB| = a mé thel BXC velikost 1o (pfi umisténi bodu X na poloptfimku CA totiz
vznikne rovnoramenny trojihelnik X BA), a proto

2.

b
cotgg _ o a podobné cotgg = C—Za.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Dejte jeden bod za vyjadfeni |DE| = 2 - \/r1r2, jeden bod za rovnosti
|AD| = rq cotg %a, |BE| = racotg %ﬂ, dva body za vypocet hodnot cotg %oz a cotg %ﬁ, jeden bod

za sestaveni rovnosti ¢ = rj cotg %a + 2-,/rire + r2 cotg %6, jeden bod za vypocet polomért ri, 2.
Ovéreni, ze kruznice s témito poloméry lezi v trojuhelniku ABC, muZe v jinak tplném feSeni chybét,
stejné jako tvodni konstatovani o vnéjsim dotyku zkoumanych kruznic.

4. Necht a, b, ¢ jsou kladna ¢isla. Hleddme feSeni soustavy rovnic v mnoziné klad-

nych ¢isel. Vzhledem k podmince x + y + z = 1 museji byt ¢isla x, y, z v intervalu (0, 1).
Dosazenim z = 1 — x — y do zbylych rovnic dostaneme

aly —zy—y’ +a2)=clay+1l-z—y), bla—2*—ay+y)=clzy+1l-z-y)
po uprave
ay(l —y) +azx(l—y) =c(l —z)(1 —y), be(l—z)+by(l —z) =c(l-=z)(1-y),
a protoze x < 1, y < 1, mame
ay+axr=c—cxr, br+by=c—cy.
Sectenim a odec¢tenim poslednich dvou rovnic uréime hodnoty

2 _(b—a)(z+y) 2(b—a)
YT i bre Y TS c T a+b+c

opétovnym sectenim a odectenim jiz ziskdme vzorce pro x, y a jejich dosazenim do
z=1—ax —y1ivzorec pro z:

_b+c—a c+a—2> at+b—c

v a+b+c’ y a+b+c’ : a+b+c (1)

Reseni v mnoziné kladnych ¢isel proto existuje, pravé kdyz plati b4+ ¢ > a, ¢ +a > b,
a+ b > c, coz jsou znamé trojihelnikové nerovnosti.



Zkouska dosazenim nalezenych hodnot (1) do ptivodni soustavy neni nutné, protoze
vSechny provedené upravy byly za uvedenych predpokladi ekvivalentni.

Jiné feseni. Uvedeme jesté ponékud piehlednéjsi zptisob odvozeni vzorct (1). Diky
podmince z 4+ y + 2z = 1 lze zfejmé piepsat prvni ¢ast uvazované soustavy rovnic do
tvaru

a(l —y)(1—2) =b(1 - 2)(1 —2) = c(1 —2)(1 - y), (2)

odkud po vydéleni vyrazem (1 — z)(1 — y)(1 — z) (riznym od nuly, dokonce jak vime
kladnym) dostaneme ekvivalentni rovnice

Oznacime-li s spole¢nou (kladnou) hodnotu poslednich t¥i zlomku, snadno ziskame
vyjadieni
b
r=1—-——, y=1-—-, z2=1-=-, (3)

jez po dosazeni do rovnice x + y + z = 1 vedou k urceni hodnoty

a+b+c
5 )

Pro takové s pak jiz z vyjadieni (3) dostaneme kyzené vzorce (1), a tim i dtikaz tvrzeni
ulohy.

Dodejme, ze diky ptepisu (2) by bylo nyni schiiddné provést zkousku pfimym dosa-
zenim, avSak ani ted to neni — s ohledem na platnéd vyjadfeni (3) — nezbytné.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 5 bodu za korektni odvozeni vzorcti (1) a 1 bod za souvislost
vzorcl (1) s trojuhelnikovymi nerovnostmi. P¥i odvozeni vzorct (1) eliminaénim postupem udélte 1 bod
za prechod k soustavé dvou rovnic o dvou nezndmych (feknéme x a y uzitou eliminaci z =1 — z — y),
3 body za linearizaci této soustavy kracenim ¢initeli 1 — z a 1 — y (chybi-li vysvétleni, pro¢ to jsou
nenulové hodnoty, strhnéte 1 bod) a kone¢né 1 bod za vyfeSeni linedrni soustavy pro nezndmé z, y
a dopoditani eliminovaného z (lze akceptovat i prohldSeni, Ze vzorec pro z musi mit s ohledem na
symetrii tvar analogického zlomku).



