62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Pro libovolna realna cisla p # 0, ¢ a k # +1 dokazte tvrzeni: Rovnice
2?2+ pr+qg=0

mé v oboru realnych ¢isel dva koteny, z nichz jeden je k-nasobkem druhého, praveé
kdyz plati kp? = (k + 1)%q.
. Obec mé 100 obyvatel. Vime, Ze kazdy z nich ma v obci pravé t¥i znamé. (Znamost
je vzadjemnym vztahem.)
a) Dokazte, ze v obci existuje skupina 25 osob, z nichz se zadné dvé neznaji.
b) Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n s vlastnosti, ze v libovolné skupiné n osob
kazdé takové obce existuje dvojice znamych.

. Urcete vSechny trojice (a, b, c) celych kladnych ¢isel, pro néz plati
2a+2b—|—1 + 4(1 + 16b — 40.

. V roviné jsou dany kruznice m, n, které se protinaji v bodech K, L. Te¢na v bodé K
ke kruznici m protina kruznici n v bodé A # K, teéna v bodé L ke kruznici n protina
kruznici m v bodé C # L. Bod B # L je priisecik pfimky AL s kruznici m a bod
D # K je prusecik primky CK s kruznici n. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik ABCD je
rovnobéznik.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 9. dubna 2013

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomtcky jsou psaci
a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou.
Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi; bodové hra-
nice k urceni tspésnych fesitelti a ispésnych ucastnikt bu-
dou stanoveny centralné po vyhodnoceni statistik bodovych
vysledkt ze vSech kraji. Tyto udaje se zakim sdéli pred
zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B
1. Cisla 21, zo jsou kofeny dané kvadratické rovnice, pravé kdyz plati
T1+To=—p a X122 =q. (1)

Predpokladejme, ze dana kvadratickd rovnice mé realné koreny x1 = «, xs = ka.
Dosazenim do (1) dostaneme (k + 1)a = —p a ka® = q. Pro ob¢ strany dokazované
rovnosti kp? = (k + 1)2¢ odtud plyne

kp? = k(—(k + 1))’ = k(k +1)%a?,
(k+1)2q=(k+1)* ka® = k(k +1)%a?,
tudiz dana rovnost skutecné plati.

Necht naopak pro redlna &isla p, ¢ a k # —1 plati kp? = (k + 1)?¢q. UvaZzujme
nasledujici dvojici realnych cisel z1, xo

_ —kp P
= S

Takova ¢isla (pro néz plati z; = kxg) jsou kofeny dané kvadratické rovnice, spliiuji-li
obé rovnosti (1). Ovétfeni provedeme dosazenim:

_ —kp -p _ —(k+1)p
R T S T i B

_ —kp —p kp>  (k+1)%q
T1To =

k+1 k+1 (k+1)2  (k+1)2

Tim je cely dikaz hotov.

Za Uplné FesSeni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za sestaveni soustavy rovnic (1) spolu s podminkou
z2 = kxi. Dalsi 1 bod udélte za eliminaci nékterych proménnych z této soustavy rovnic. Za diukaz
prvni implikace pak udé€lte 2 body, za dikaz opac¢né implikace také 2 body.

2. a) Predpokladejme, ze existuje skupina N o k osobéach, ve které neni dvojice
znamych. (Urcité alespon pro k = 1 takova skupina existuje.) Do skupiny O zafadme
vsechny osoby, které maji alespon jednoho znamého ve skupiné N. Ve skupiné O je
nejvyse 3k osob. V obou skupinach O a N je tedy dohromady nejvyse 4k osob. Proto
v piipadé 4k < 100 (k < 25) muZeme v obci najit osobu, ktera nepatii do zadné ze
skupin N a O. Pokud ji pridame ke skupiné IV, nebude v takto vytvorené skupiné zadna
dvojice zndmych a tato skupina bude mit k£ 4+ 1 osob. Opakovanim tohoto postupu tak
ziskdme skupinu alespon 25 osob, ve které neexistuje dvojice znamych, coz dokazuje
tvrzeni a).

b) Ukézeme, ze skupina, ve které neexistuje dvojice znamych, sestavad nejvyse
z 50 osob. Predpokladejme, Ze existuje skupina M C¢itajici m osob, v niz neexistuje
dvojice znamych. Kazdy ¢lovék ze skupiny M se tedy zna se tfemi osobami ze zbyvajici
skupiny 100 — m osob. To je celkem 3m znamosti, coz nemuze byt vice, nez ¢ini cel-
kovy pocet znamosti lidi ze skupiny mimo M, a ten je nejvysSe (néktefi se mohou znat
navzajem) 3(100 — m), proto 3m < 3(100 — m), neboli m < 50, coz jsme chtéli dokazat.



V obci mohou existovat dokonce dvé padesaticlenné skupiny, v nichz se nevyskytuje
zadna dvojice znamych. Napft. kdyz se osoba 1 zna s osobami 51, 52, 53, osoba 2 se zna

s osobami 52, 53 a 54, ..., osoba 48 se zna s osobami 98, 99 a 100, osoba 49 se zna
s osobami 99, 100, 51 a osoba 50 se zna s osobami 100, 51, 52. Kazda z osob tak ma
tfi znamé a ve skupinach osob 1,2,...,50 a 51,52,...,100 neexistuje zadna dvojice
znamych.

Cislo n = 51 je tedy nejmensim pfirozenym ¢islem s vlastnosti, ze ve skupiné n osob,
z nichz kazda méa v obci se 100 obyvateli prave tfi znadmé, vzdy existuje dvojice znamych.
Za Gplné feseni udélte 6 bodil. Za dukaz ¢asti a) udélte nejvyse 2 body. Za ¢ast b) udélte nejvyse 4 body,

z toho 2 body za konstrukci pfipadu, kdy existuje skupina 50 osob, z nichz zddné dveé se neznaji, 2 body
za dikaz, ze v kazdé skupiné 51 osob lze najit dvojici zndmych.

3. Danou rovnici miizeme prepsat jako
2a+2b—|—1 4+ 22a + 24b — 226. (2)

Oznacéme m = min(a + 2b + 1, 2a,4b). Levou stranu rovnice (2) tak muzeme zapsat ve

tvaru
2a+2b+1 + 22a + 241) _ 2m (2a+2b+1—m + 22a—m + 24b—m)‘

Pfitom alespon jeden z exponentt (a+2b+ 1 —m,2a —m,4b—m) je nulovy a piislusna
mocnina dvojky je tak rovna 1. Pokud by zbyvajici dva exponenty byly kladné, bylo by
v zévorce &islo liché, coz by znamenalo, Ze 22¢ je délitelné lichym ¢islem vétsim nez 1.
Proto jsou nulové alespont dva z exponentti, takze v trojici (a + 2b + 1, 2a,4b) existuji
dvé stejna cisla, ktera jsou nejvyse rovna tretimu z nich.

Pokud by bylo a + 2b 4+ 1 = 2a, dostali bychom a = 2b + 1, coz je ve sporu s pred-
pokladanou nerovnosti 2a < 4b. Podobné z rovnosti a + 2b + 1 = 4b plyne a = 2b — 1,
coz je ve sporu s nerovnosti 4b < 2a. Nutné tedy plati 2a = 4b, tj. a = 20.

Leva strana dané rovnice tak ma tvar

2a—|—2b—|—1 + 22a + 24b — 24b+1 + 24b + 24b — 4 . 24b — 24b—|—2.

Proto je rovnice splnéna, praveé kdyz 2c = 4b + 2 neboli ¢ = 2b + 1.
Pro libovolné pfirozené ¢islo b je tak trojice (a,b,c) = (2b,b,2b + 1) feSenim dané
rovnice a zadna jina feSeni neexistuji.
Jiné feSeni. Levou stranu dané rovnice muzeme upravit nasledujicim zpusobem:
2a+2b—|—1 4+ 4a 4 16b _ 2 . 2a . 41) 4+ (2(1)2 + (4b)2 _ (2a i 4b)2.
Po odmocnéni obou stran tak dostaneme ekvivalentni rovnici
2% + 4> =2°  neboli 2% +2?° =2°

Z jednoznacnosti zapisu c¢isla ve dvojkové soustavé nebo zpltisobem podobnym feseni
ulohy B-I-1 pak miizeme zjistit, ze a = 2b, odkud plyne ¢ = 2b + 1. Stejné jako
v predchazejicim feSeni jsme tak dosli k z&véru, ze vSechna Teseni rovnice jsou tvaru
(a,b,c) = (2b,b,2b+ 1), kde b je libovolné ptirozené ¢islo.

Za uplné Teseni udélte 6 bodu. Pfi postupu jako v prvnim feSeni udé€lte 1 bod za vyjadieni ¢lenti rovnice
coby mocniny ¢&isla 2, 2 body za dikaz, Ze se v trojici (a + 2b+ 1, 2a, 4b) museji dva ¢leny sobé rovnat,
1 bod za dikaz, ze plati 2a = 4b, za vypocet ¢ a za uvedeni spravné odpoveédi zbyvajici 2 body. Pfi
druhém postupu udélte 3 body za vyjadreni levé strany rovnice jako druhé mocniny, 2 body za tvahu
vedouci k rovnosti a = 2b a 1 bod za dopodet ¢ a spravnou odpovéd.



4. Obvodovy thel K AL a tisekovy tthel CLK tétivy K L v kruznici n jsou shodné.
Podobné se shoduji i obvodovy tthel KCL a tsekovy thel AK L tétivy K L v kruznici m.
Trojuhelniky AKL a LCK se tak shoduji ve dvou vnitfnich thlech, a proto se shoduji
i ve tfetim ahlu. Uhly ALK a LKC jsou tudiz shodné, a proto jsou shodné i jejich do-
plinky do 180°, kterymi jsou obvodové thly ADK, resp. LBC' v uvazovanych kruznicich.
Shodnost thli ALK a LK C dokazuje rovnobéznost piimek AL a CK (tedy pfimek AB
a CD), ktera spolu se shodnosti thli ADK a LBC znamend, ze i pfimky AD a BC
jsou rovnobézné. Ctyithelnik ABCD je tedy rovnobéznik, coz jsme chtéli dokazat.

Obr. 1

Pozndmka. Jakmile pomoci shodnych thld ALK a LKC zjistime, ze piimky AB
a CD jsou rovnobézné, muzeme konstatovat, ze oba tétivové cCtyituhelniky ADLK
a BLKC jsou bud pravouhelniky, nebo rovnoramenné lichobézniky se shodnymi thly
pri zdkladnach. V obou pripadech to uz ziejmé zarucuje rovnobéznost druhé dvojice
piimek AD a BC.
Za aplné feSeni udélte 6 bodh. Tvrzeni o rovnostech dvojic thlt KAL, CLK a KCL, AK L ocente po

1 bodu, za diikaz rovnobéznosti AB a C'D udélte 2 body a za diikaz rovnobéznosti AD a BC dalsi
2 body.



