62. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

.V tanecnich se sesla skupina chlapcti a dévéat. Kazdy z pritomnych 15 chlapcti zna
pravé 4 divky a kazdé dévée zna pravé 10 hochi. (Znamost je vzédjemnym vztahem.)
Ukazte, ze libovolni dva chlapci maji alespon dvé spolecné znamé.

. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod K a v pasu mezi rovnobézkami BC a AD
v poloroviné opa¢né k C'DA je dan bod L. Obsahy trojuhelniki ABK, BCK, DAK
a DCL jsou Sypr = 18cm?, Spcrx = 8cm?, Spax = 16cm?, Spcr = 36 cm?.
Vypocitejte obsahy trojuhelniki CDK a ABL.

. Najdéte vsechny dvojice celych kladnych é&isel a a b, pro néz je éslo a? + b o 62
vétsi nez ¢&islo b? + a.

. Urcete nejmensi celé kladné ¢islo v, pro které plati: Mezi libovolnymi v vrcholy
pravidelného dvacetitihelniku lze najit tfi, jez jsou vrcholy pravotihlého rovnora-
menného trojahelniku.

Krajské kolo kategorie C se kon4
v autery 9. dubna 2013

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomtcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomtcky dovoleny nejsou.
Za kazdou ulohu muze soutézici ziskat 6 bodti; bodové hra-
nice k urceni tspésnych resiteli a tspésnych ucastniki bu-
dou stanoveny centralné po vyhodnoceni statistik bodovych
vysledki ze vSech kraji. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred
zahajenim soutéze.



62. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Do kazdé znamosti vstupuje pravé jeden chlapec a kazdy z chlapct ma pravé
¢tyTi znamosti, celkem tedy v tanecnich existuje 15-4 = 60 zndmosti. V kazdé zndmosti je
ovSem zastoupena praveé jedna divka a kazda divka ma pravé deset znamosti. Oznacime-li
d pocet divek, pak 10-d = 60. V tanecnich je tudiz 6 divek. Uvazme libovolného z hochi,
feknéme Tondu. Tonda zné 4 divky, v tanecnich jsou tedy pouze dvé divky, které Tonda
nezna. Libovolny dalsi hoch vSak zna rovnéz ctyri divky, musi tak znat alespon dvé
z divek, které zna Tonda.

Za Gplné Teseni udélte 6 bodu. Odvozeni celkového poctu zndmosti ocenite dvéma body a urceni poctu
divek dalsimi dvéma body.

2. Trojuhelniky ABK a C'DK maji shodné strany AB a C'D a soucet jejich vysek
vy a vy (vzdalenosti bodu K od piimky AB, resp. CD) je roven vysce v rovnobé&zniku
ABCD (vzdélenosti rovnobéznych primek AB a C'D, obr. 1). Proto soucet jejich obsaht
dava polovinu souctu obsahu daného rovnobézniku:

1 1 1 1 1
SABK +SCDK = §‘AB|U1 + §|CD’112 = 5‘143’ . (v1 —I—Ug) = §‘AB| V= §SABCD-
Podobné i Spck + Spakx = 2Sapcp, tudiz

Scprx = Seck + Spax — Saprx = 6cm?.

Obr. 1

Trojahelniky ABL a DCL maji shodné strany AB a C'D. Znaci-li vs prislusnou
vysku druhého z nich, je vyska prvniho z nich rovna v + vs, takze pro rozdil obsahti
téchto trojuhelnikt plati

1 1 1
SaBrL — SpcrL = §|AB| . (’U—I—"Ug) — §|CD’ c U3 = §‘AB’ . (U+U3 —1)3) =

1 1
= §|AB| U= §SABCD = Spck + Spak.
Odtud plyne
Sapr = Spck + Spax + Spcr, = 60cm?.

Za Uplné FesSeni udélte 6 bodu. Za uréeni kazdého z obsahi udélte 3 body. Za pouhé objeveni (a diikaz)
faktu, ze soucet obsaht ,protéjsich“ trojuhelniki ABK a CDK ¢ BCK a AK D dava polovinu obsahu
celého rovnobézniku, udélte 2 body.



3. Zadani zapiSeme rovnosti, jejiz pravou stranu rovnou upravime na soucin:
62 = (a®+b) — (b*+a) = (a*> —b*) — (a—b) = (a—Db)(a+b—1).

Soucin celych ¢isel u =a—ba v =a+b—1 je tedy roven soucinu dvou prvocisel 2 - 31.
Protoze v 2 1+ 1—1 =1, je nutné i ¢islo u kladné a zfejmé u < v, takze (u,v) je jedna
z dvojic (1,62) nebo (2,31). Vyjadiime-li naopak a, b pomoci u, v, dostaneme

u+v+1 v—u-+1
aq=——7#—+ a b= —————.
2 2

Pro (u,v) = (1,62) tak dostavame feSeni (a,b) = (32,31), dvojici (u,v) = (2,31) odpo-
vida druhé feseni (a,b) = (17,15). Jina FeSeni tloha nema.
Za plné feseni udélte 6 bodi. Za uhodnuti obou feseni udélte 1 bod (tj. za pouze jedno uhodnuté feseni

z4dny bod). Za uvedeny rozklad dejte 2 body, a pokud si je fesitel védom, ze mu staéi prozkoumat pouze
kone¢né€ mnoho moznosti, pridejte dalsi 1 bod.

4. Necht A1 A, ... A je pravidelny dvacetithelnik. Podle Thaletovy véty jediné
néktery z deseti primért A; Ay, AsAqo, ..., A19A opsané kruznice muize byt preponou
kyzeného pravothlého trojuhelniku, takZze zkoumané tvrzeni neplati pro v = 10 (ani
pro zadné v < 10): sta¢i vybrat po jednom z vrcholi na raznych primérech a nebude
existovat zadny pravouhly trojuhelnik s takto vybranymi vrcholy.

Ve druhé casti reseni ukazeme, ze vyhovuje v = 11. VSech 20 vrcholt dvacetithel-
niku rozdélime do pétl Ctveric vrcholt ¢tvercu Al A6A11A16, A2A7A12A17, A3A8A13A18,
AyAgAi14A19 a A5A19A15A20. Vybereme-li nyni libovolné 11 vrcholi, budou diky ne-
rovnosti 11 > 5-2 mezi vybranymi aspon t¥i vrcholy nékterého z péti uvedenych ¢tverct
(Dirichletiv princip). Zbyva dodat, ze jakékoli tfi vrcholy ¢tverce zfejmé tvori pravouhly
rovnoramenny trojuhelnik.

Odpoveéd. Hledané nejmensi ¢islo v je rovno ¢islu 11.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za jakykoliv spravny protiptiklad pro v = 10 a 4 body za
dtkaz vlastnosti pro v = 11.



