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1. Najdete vsechny dvojice celych cisel a, b, pro néz plati rovnost

a2 +1 a—1

22 -3 2p—1°

(Pavel Novotny)
ResSeni. Ziejmé a # 1, proto miizeme danou rovnost prepsat na tvar

a?+1 202 — 3
= . 1
a—1 26— 1 ()

Zatimco citatel zlomku na levé strané je kladny, je ¢itatel druhého zlomku zaporny jen

pro b e {-1,0,1}.

Piitom pro b = —1 dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici 3a® — a + 4 = 0,
ktera neméa nema realné feseni, a podobné i pro b = 0: ani rovnice a? — 3a+4 = 0 nemé
realné feseni.

Pro b = 1 dostaneme rovnici a® +a = a(a+1) = 0, kterda mé4 dvé feseni a € {0, —1}.
Dostavame tak dvé dvojice (0,1) a (—1,1), jez vyhovuji dané rovnosti.

Piedpoklddejme déle, ze 2b> — 3 > 0, a zjistéme, kterymi piirozenymi &isly lze
zlomky v (1) kratit.

Jestlize &islo n déli a® +1 a a — 1, musi délit i a®> +1— (a+1)(a — 1) = 2. Podobng
jestlize ¢islo n déli 2b2 —3 a 2b—1, musi délit i (2b—1)(2b+1) —2(20% —3) = 5. Vzhledem
k tomu jsou pravé ¢tyfi moznosti, jak dosdhnout rovnosti zlomka v (1):

(i) a®> +1=2b> —3 aa—1=2b— 1; dosazenim a = 2b do prvni rovnice dostaneme

vztah 4b% 4+ 1 = 2b% — 3, ktery neplati pro zadné realné b.

(i) a2 +1=2(20> —3) aa— 1 =2(2b — 1); dosadime a = 4b — 1 do prvni rovnice, po
apravé dostaneme kvadratickou rovnici 362 — 2b + 2 = 0, ktera nemé realné feseni.

(iii) 5(a®+1) =2b*—3 a5(a—1) = 2b—1; dosadime a = 1(2b+4) do prvni rovnice, po
tpravé dostaneme kvadratickou rovnici 36 — 8b — 28 = 0, jez m4 celoéiselné Feseni
b = —2. Tomu odpovida a = 0.

(iv) 5(a* +1) = 2(2b* — 3) a 5(a — 1) = 2(2b — 1); dosadime a = £(4b + 3) do prvni
rovnice a dostaneme kvadratickou rovnici b2 — 6b — 16 = 0 se dvéma celo¢iselnymi
kofeny b = —2 a b = 8, kterym odpovidaji hodnoty a = -1 a a =T7.

Uloze tedy vyhovuje celkem pét celoéiselnych dvojic (a, b):

0,1), (-1,1), (0,-2), (-1,-2), (7,8).

Jiné FeSeni. Vyjdeme z upravené rovnosti (1), kterou napiseme ve tvaru

b—3

1 =b+——0. 2
R T | @)
Pro a < —1 a pro a > 3 zfejmé plati |a — 1| > 2. Podobné pro b < —2 i pro b > 3 plati
b—3
0 1.
S2-1°

Proto napted vypocitame hodnoty obou zlomkid v (1) pro a € {—1,0,2,3} (a # 1)
abe{-2-1,0,1,2,3):

a |—1]0]2]3 b —2[—-1J0o] 123
a?+1 202 — 3

—-1/-11515 -1 L (3]-1/2|3
a—1 26— 1 3 3




Porovnanim obou tabulek nachazime ¢étyii feseni: (—1,—2),(—1,1),(0,—-2),(0,1).
Pro zbyvajici hodnoty a, b plati
< b—3 2
2b—1 a-1

takze zbyvaji jen dvé moznosti: a +1 —-b=0neboa+1—-b=1.

Jestlize a = b— 1, dostaneme dosazenim do (2) kvadratickou rovnici b> —9b+8 = 0,
ktera ma dvé celoc¢iselna Feseni b =1 a b = 8. Dostavame tak dalsi Feseni (7, 8).

Pro a = b dostaneme dosazenim do (2) kvadratickou rovnici b + 5b — 4 = 0, ktera
zaddné celocCiselné feseni nema.

-1

=a+1-b<2,

2. Kazdy ze zbojniki v n-clenné druziné (n = 3) naloupil urdity pocet minci. Vsech
naloupengych minct bylo 100n. Zbojnici se rozhodli rozdeélit korist ndsledujicim zpi-
sobem: v kazdém kroku da jeden ze zbojniki po jedné minci jinym dvéma. Najdéte
vSechna ptirozend c¢isla n = 3, pro kterd po koneéném poctu kroki mize mit kaZdy
zbognik 100 minct bez ohledu na to, kolik minci jednotlivi zbojnici naloupili.

(Jan Mazak)

Reseni. Oznadme z; pocet minci, které mé i-ty zbojnik (&isla z; se v pritbéhu déleni
budou ménit).

Necht n = 3. Po libovolném kroku se nezméni zbytek ¢isla z; — 29 pfi déleni tfemi.
Pokud tedy byly pocatecni stavy naptiklad z; = 101, zo = 100, a z3 = 99, nemtize nikdy
nastat rovnost z; = zo. Cislo n = 3 tedy tloze nevyhovuje.

Ukéazeme, ze pro kazdé n = 4 a libovolné pocatecéni hodnoty z; dosdhneme po
kone¢ném poctu vhodnych kroki stavu, v némz bude mit kazdy zbojnik 100 minci.

Ozna¢me s = > |z; — 100]|. Cislo s budeme zmengovat, dokud to bude mozné, tak,
ze v kazdém kroku néktery ze zbojniki, ktefi maji nejvice, d4 po jedné minci nékterym
dvéma, ktefi maji nejméné. Necht uz se takovym zpisobem ¢islo s neda zmensit. Pokud
s = 0, skoncili jsme.

Pokud s # 0, ma néktery zbojnik 100— k& minci (k > 0), k£ zbojnikd ma po 101 minci
a vSichni ostatni maji po 100 minci. Pokud k = 2, zmensime hodnotu s ve dvou krocich:

100 — k,101,101 — 100 — k +1,102,99 —> 100 — k + 2, 100, 100.

Je-li k£ sudé, bude mit po %k takych dvojkrocich kazdy zbojnik 100 minci. Pokud
je k liché, dostaneme se do stavu, v némz ma jeden zbojnik 99 minci, jeden jich ma 101
a vsichni ostatni maji po 100. Pak uz déleni snadno dokonéime:

99,100,100,101 — 99,101,101,99 — 99,102,99,100 — 100,100, 100, 100.

Jiné Feseni. Pro neprazdnou mnozinu Z zbojniki ozna¢me r(Z) rozdil mezi pocty
minci nejbohatsiho a nejchudsiho ¢lena mnoziny Z. Na pocatku vybereme nékterého
nejbohatsiho zbojnika A (libovolného z téch, ktefi naloupili nejvice minci) a oznac¢ime
Z mnozinu zbyvajicich zbojniki. Pokud r(Z) = 2, d4 jeden z nejbohatsich zbojnika ze Z
minci nejchud$imu a minci zbojnikovi A. Takto pokracujeme, dokud plati r(Z) = 2.
Protoze pocet minci zbojnika A stale roste a minci je jen kone¢ny pocet, po koneéném
poctu kroki bude r(Z) < 1.

Od tohoto okamziku v kazdém dalsim kroku zac¢ne davat zbojnik A, dokud ma
asponl 102 mince, po jedné minci dvéma nejchudsim. Nerovnost r(Z) < 1 pfitom zustava
zachovana. Jakmile nastane situace, ze zbojnik A mé& méné nez 102 mince, jsou dvé
moznosti: Bud mé zbojnik A pravé 100 minci a déleni je skonceno; anebo mé 101 minci,
takze jeden ze zbojnikli musi mit 99 minci a vsichni ostatni ze Z po 100. Déleni pak
skonc¢ime stejné jako v prvnim feseni.



3. Vrovnobézniku ABCD se stredem S oznacme O stred kruznice vepsané trojuhelniku
ABD a T bod jejiho dotyku s uhloptickou BD. Dokazte, Ze primky OS a CT jsou
rovnobézné. (Jaromir Simsa)

Reseni. Oznaéme a = |AB|, b= |AD| a c = |BD|. Piipad a = b je trivialni (tehdy obé&
piimky OS a CT splyvaji s piimkou AC'), budeme proto dale predpokladat, ze a > b
(v pfipadé a < b sta¢i vymeénit oznaceni vrcholi B a D).

Ozna¢me T" obraz bodu T v soumérnosti podle stfedu S (v niz A je obrazem
bodu C'). Protoze CT || AT, je nasim cilem dokéazat, ze OS || AT’. Dosdhneme toho
ovéfenim stejnolehlosti trojuhelniki AT'E a OSE, kde FE je pruseéik polopiimky AO
s thlopfickou BD (obr.1). Diky pfedpokladu a > b a tomu, ze AFE je osa uhlu BAD,
lezi bod E mezi body S a D stejné jako bod T (ten jakozto kolmy primét bodu O lezi
mezi body E a D), zatimco bod 7" lezi mezi body S a B.

C

Obr. 1

Potiebnou (i postac¢ujici) rovnost pomeériu
40| _|T's)
[OE] — |SE|
dokazeme tak, ze je vyjadiime pomoci délek a, b, c. Jak je znamo,
b+c—a ¢c b4+c—a a-—-0»

[DT| = ———, aproto IT'S| = TS| = : cme_ s

Z vlastnosti os thla v trojuhelnicich ABD a AED plynou rovnosti
|BE|:|ED| = |AB|:|AD| a |AO|:|OE|=|AD|:|DE]|,

z nichz postupné dostaneme

ac be
| | a+b a | | a+b’
ac ¢ cla—0)
|SEl = |BE| - |BS| a+b 2 2a+b)’
|AO|  |AD| b a+b
|OE|  |DE|  bc — ¢
a+b

Poslednim zlomkem jsme vyjadfili hodnotu levé strany (1). Ukazme, Ze stejnou hodnotu
ma i prava strana:

a—>b
'S 2 _a+tb
ISE|  c(a—b) ¢
2(a +b)

Tim je dikaz tvrzeni tlohy uzavien.



Jiné feSeni. Oznacme T bod dotyku kruznice vepsané trojihelniku DBC se stra-
nou BD. To je, jak je znamo, soucasné bod, v némz se strany BD dotyké kruznice k'’
pripsana trojihelniku ABD. Ozna¢me p polomér kruznice k vepsané trojihelniku ABD
a o’ polomér kruznice k’. Bod FE lezi na spojnici stfedi kruznic k a k' i na jejich spolecéné
tecné, je tedy stfedem stejnolehlosti obou kruznic. Proto plati rovnost

\ET'| o a+b+c

IET| o a+b-—c
Oznacime-li |ST'| = |ST| =z a |SE| = y, mame

x+y:a+b+c o odtud §:a+b,
r—y a+b—c Y c

takze
\ET'| xz+y a+b+c

ES|  y c
Oznacime-li v velikost vysky trojuhelniku ABD y vrcholu A, plati
|EAl v _a+b+c |ET'|

|EO| o c - |BS|T

Tim je stejnolehlost trojuhelniki EAT” a EOS, a tedy i rovnobéznost pfimek AT" a OS
dokéazana.

Analytické FeSeni. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby A = [0, 0],

B = [1,0], D = [a,b]. Potom C = [a+ 1,b], S = [1(a+1),3b]. Bod O m4 stejnou

vzdalenost od stran trojihelniku ABD, proto jeho soufadnice vyhovuji soustavé rovnic
br—ay  —br+(a—1)y+b

y:\/a2+b2_ (a—1)2+b2
Oznacime-li ¢ = y/(a — 1)? + b2, d = Va? + b2, dostaneme

_[ a+d b ]
T le+d+ 1 e+d+1)

Dale
d D—-B 1 1—a)? 1-—
T=B+(1— @t ) - k+d+a—( a)w< G+Q]
c+d+1 1 c+d+1 c c
Ovéreni linearni zavislosti vektoru
a+1 a+d b 2
e ()
2 c+d+1"2 c+d+1

B c+d+a—(1—a)2/c’b<1_ (1—a)/c+ 1)}

C—T:[ 1
@t c+d+1 c+d+1

¢ili rovnosti

Ka+U@+d+¢y—M—2ﬂ@+d_1;“>:
= [(a—l—l)(c—l—d+1)—c—d—a+@}(C_Fd_l)

je uz rutinni zalezitosti.



4. Na tabuli je napsano v desitkove soustavé celé kladné cislo N. Neni-li jednomistné,
smazeme jeho posledni cislici ¢ a c¢islo m, které na tabuli zustane, nahradime cislem
|m — 3c|. (Napriklad bylo-li na tabuli éislo N = 1204, po upravé tam bude 120 —
— 3-4 = 108.) Najdéte vSechna ptirozend cisla N, z michZ opakovdnim popsané
upravy nakonec dostaneme ¢cislo 0. (Peter Novotny)

Reseni. Nejdiive zjistime, pro které ¢isla N dostaneme rovnou nulu. Z¥ejmé |m — 3c| =
= 0, pravé kdyz m = 3c neboli N = 10m + ¢ = 31lc. VSechny nasobky N = 31lc¢ pro
ce{1,2,...,9} tudiz tloze vyhovuji.

Dokézeme, ze tloze vyhovuji praveé vsechny pfirozené nasobky cisla 31. Protoze ¢ =
= N—-10m, je m—3c = 31m—3 N, takze popsana operace zachovava délitelnost ¢islem 31.
Stadi tedy ukézat, ze z libovolného ndsobku N = 31k, kde k = 10, dostaneme popsanou
upravou vzdy mensi nésobek ¢isla 31. Pro takové N je ovsem m = 31, m — 3¢ > 0, tudiz
|m — 3¢| = 31lm — 3N < 4N — 3N = N. Znamena to, Ze po koneéném pocétu kroku
dostaneme popsanou upravou néktery z deviti nejmensich nasobkt ¢isla 31 a nasledné
nulu. Tim je tloha vyTeSena.

Pozndmka. Déa se dokonce ukézat, ze nerovnost |m — 3c| < N plati uz pro kazdé
N = 20.

5. Je ddn rovnobéinik ABCD takovy, Ze paty K, L kolmic z bodu D po radé ke
strandm AB, BC' jsou jejich vnitinimi body. Dokazte, e KL || AC, prdvé kdyz

|xBCA| + |xABD| = |xBDA| + |<ACD,|.

(Jan Mazak)

Reseni. Stiidavé tihly ABD a CDB jsou shodné (obr. 2), proto |x BCA| + |<ABD| +
+ |<BDA|+ |<ACD| = 180°. Rovnost |<BCA|+ |<ABD| = |<BDA|+ |<ACD| tedy
plati, pravé kdyz

|xBCA| + |[xABD| = 90°. (1)
D C
L
A K B
Obr. 2

Body K a L lezi na Thaletové kruznici s primérem BD. Obvodovy tthel BDK je
tedy shodny s thlem BLK, a proto (vzhledem k rovnosti sttidavych thlt ABD a CDB)
|XBLK|+ |<ABD| = |<BDK| + |xCDB| = 90°.

Pfimky KL a BC jsou ovSem rovnobézné, pravé kdyz |<BLK| = |«xBCA|, coz
je podle pfedchozi rovnosti ekvivalentni rovnosti (1). Tim je pozadovana ekvivalence
dokézana.



6. Najdéte vsechna kladna redlnd cisla p takovd, Ze nerovnost

Va2 4+ pb2 + /b2 +pa2 = a+b+(p—1)Vab

plati pro libovolnou dvojici kladnych realnych cisel a, b. (Jaromir Simsa)

Reseni. Pro dvojici a = b = 1 dostaneme pro parametr p > 0 nerovnici, kterou vytesi-

me:
2¢v/p+12p+1,

22p+1,

p=3.

UkéZeme nyni, ze pozadovanou vlastnost ma kazdé p € (0, 3).
Pro p € (0,1) je zadana nerovnost splnéna trivialné, nebot

Va2 +pb2 >a, VP2+pa2>b a (p—1)Vab<0.

Zabyvejme se proto dale pouze pfipadem p € (1, 3). Levou stranu L dokazované nerov-
nosti mizeme chapat jako velikost dvou vektort (a,by/p), (b,a\/p) € R?, proto podle
trojuhelnikové nerovnosti

L= \/a? +pb? + /0 +pa? = |(a,by/p)| + (b, ay/p)| 2
2 [(a+b,(a+b)yp)| = (a+b)\/1+p. (1)

Pro pravou stranu P pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pru-
meérem naopak dostavame horni odhad

b 1 b
P:a+b—|—(p—1)\/%§a+b+(p_1)a;— :(p—f— )2(a+ )

Nerovnost L = P je tak dokdzana, nebot silngjsi nerovnost

(a—i—b)\/gmz (p+1)2(a+b)

je ekvivalentni s nerovnosti /p + 1 < 2, jez je pro kazdé p € (1,3) zfejmé splnéna.

Pozndmka. Odhad (1) dostaneme téz pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
pro dvojice (a,b\/p) a (1,,/p): z nerovnosti

a+pb< y/a®+pb? - \/1+p,

plyne prvni z nerovnosti

[
+
i~

druhou odvodime analogicky.



