64. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Cela cisla od 1 do 9 rozdélime libovolné do tii skupin po tfech a pak ¢isla v kazdé
skupiné mezi sebou vynasobime.
a) Urcete tyto tfi souciny, jestlize vite, ze dva z nich se rovnaji a jsou mensi nez
tTeti soucin.
b) Predpokladejme, ze jeden ze t¥i soucint, ktery oznac¢ime S, je mensi nez dva
ostatni sou¢iny (které mohou byt stejné). Najdéte nejvétsi moznou hodnotu S.

. V jednom poli sachovnice 8 x 8 je napsano ,,—“ a v ostatnich polich ,+“. V jednom

kroku muzeme zménit na opac¢nd zaroven vsSechna Ctyfi znaménka v kterémkoli

¢tverci 2 X 2 na Sachovnici. Rozhodnéte, zda po urcitém poctu krokd mize byt na

Sachovnici obou znamének stejny pocet.

. Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB, C' D, pficemz 2|AB| = 3|CD|.

a) Najdéte bod P uvnit¥ lichobézniku tak, aby obsahy trojuhelniki ABP a CDP
byly v pomeéru 3 : 1 a rovnéz obsahy trojuhelnikit BCP a DAP byly v po-
meéru 3 : 1.

b) Pro nalezeny bod P urcete postupny pomér obsahu trojuhelniki ABP, BCP,
CDP a DAP.

. Rekneme, Ze kladné redlné ¢islo je copaté, jestlize neni piirozené a ve svém deka-
dickém zapisu obsahuje za desetinnou ¢arkou jen konec¢né mnoho nenulovych d¢islic.
a) Najdéte priklad dvou copatych &isel a, b, pro néz a - b = 2015.
b) Rozhodnéte, zda existuji tii copatd ¢isla a, b, ¢ takova, ze ¢islaa-b, b-cac-a
jsou vSechna prirozena.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 31. bfezna 2015

tak, aby zacCalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou.
Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bodi; bodova hra-
nice k urceni tspésnych fesitel bude stanovena centralné
po vyhodnoceni statistik bodovych vysledki ze vsech krajt.
Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim soutéze.



64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Nejdrive vyjadiime soucin vSech deviti ¢isel pomoci jeho rozkladu na prvocini-
tele:

1-2-3-4-5-6-7-8-9=27.3*.5.7.

a) Ozna¢me dva z uvazovanych (rtiznych) souéini S a @, pficemz S < Q. Z rovnosti
S-S Q=2"-31.5.7

predné vidime, ze prvocisla 5 a 7 museji byt zastoupena v soucinu Q, takze Q =5 -7 -z =
= 35x, kde z je jedno ze zbylych cisel 1, 2, 3, 4, 6, 8 a 9. Dale vidime, ze v rozkladu
doty¢ného x musi mit prvocislo 2 lichy exponent a prvocislo 3 sudy exponent — tomu
vyhovuji jen ¢isla 2 a 8. Pro = 2 ovSem vychdzi Q =35-2 =70 < S =23.3%2 = 72, coz
odporuje predpokladu S < Q. Proto je nutné x = 8, pro néz vychazi () = 35 -2 = 280
a S? = 2%.3% neboli S = 22 - 3% = 36. Trojice soucinii je tedy (36,36, 280).

Zbyva ukazat, ze ziskané trojici skutecné odpovida rozdéleni danych deviti ¢isel na
trojice:

S=1-4-9=36, 5=2-3-6=36, Q=5-7-8=280.

b) Oznacme uvazované souéiny S, @ a R, kde S < @ a S < R (neni ovSem
vylou€eno, ze @ = R). V TeSeni ¢asti a) jsme zjistili, Ze plati rovnost

S-Q-R=70-72-72.

Ukazeme-li tedy, ze existuje rozdéleni ¢isel, pti kterém S = 70 a R = @) = 72, bude
S = 70 hledané nejvétsi hodnota, nebof kdyby pfi néjakém rozdéleni platilo S = 71,
muselo by byt R =2 721 Q = 72 ataké S-Q - R = 717272, coz zfejmé odporuje
predchozi rovnosti. Najit potiebné rozdéleni je snadné:

S=2-5-7=70, @Q=1-8-9=72, R=3-4-6=T2.

Za systematické a uplné fesSeni Casti a) udélte 3 body, z toho pouze 1 bod za ndhodné, nezdivodnéné
nalezeni vysledku. Za systematické a iplné feseni ¢asti b) udélte 3 body, z toho pouze 1 bod za ndhodné,
nezdtivodnéné nalezeni vysledku.

2. Pocty plusi a minusd v tabulce jsou na pocatku 63 a 1, tedy dvé licha c¢isla.
V libovolném c¢tverci 2 X 2 mohou byt zastoupeny jednim ze zptisobt 2 4+ 2, 1 + 3 nebo
0 + 4 ve vhodném poradi s¢itanct, které se po provedeném kroku zmeéni na poradi
opacné. Vidime tak, Ze po jednom kroku se celkové po¢ty plusi a minusi v tabulce bud
nezmeéni, nebo se oba zméni o 2, nebo se oba zméni o 4, takze to stale budou dvé licha
¢isla jako na pocatku. Znamena to, ze nikdy nemize byt na Sachovnici obou znamének
stejny pocet, totiz sudé ¢islo 32.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodi. Za spravnou, ale nezdivodnénou odpovéd udélte 1 bod.



3. Predpokladejme, ze bod P ma pozadované vlastnosti. Pifimka rovnobézna se
zékladnami lichobézniku a prochazejici bodem P protne ramena AD a BC po fadé
v bodech M a N (obr.1). Ozna¢me v vysku daného lichobézniku, v; vysku trojihelniku
CDP a vy vysku trojuhelniku ABP.
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Obr. 1

a) Protoze obsahy trojuhelniki ABP a C'DP jsou v poméru 3 : 1, plati

|AB[v; : €Dy =3:1 neboli 9 1 : |A—B| =

1 3 1
2 2 v 3 |CD| 3

3
2 2

7 vyznacenych dvojic podobnych pravouhlych trojihelnikt plyne, ze v pravé urceném
poméru 2 : 1 vysek ve a vy déli i bod M rameno AD a bod N rameno BC (v piipadé
pravého uhlu pii jednom z vrchol A ¢i B je to ziejmé rovnou). Tim je konstrukce bodu
M a N, a tedy i tsecky M N urcena. Nyni zjistime, v jakém poméru ji déli uvazovany
bod P.

Protoze obsahy trojuhelnikt BCP a DAP jsou v poméru 3 : 1, plati

|NP|U1 |NP|’UQ)<|MP|’01 |MP|U2)_ .
< 5 g ‘ 2 T2 =3:1

NP MP

| |(1;1+v2) : | |(21+U2) =3:1, INP|:|MP|=3:1.

Tim je konstrukce (jediného) vyhovujiciho bodu P plné popséna.

b) Dopliime trojthelnik DAC na rovnobéznik DAXC'. Jeho strana CX rozdéli
pricku M N na dvé Casti, a protoze v, = %v, muzeme délku pricky M N vyjadrit jako
IMN| = |MY|+|YN|=|AX|+ 3| XB| =|CD|+ (|AB| —|CD|) = $|AB|+ 2|CD| =
= Z|CD|, nebot podle zadani plati |[AB| = 2|CD|. Je proto

1 1 7 7
MP|=>|MN|==-~-|CD|=—|CD

takze pro pomér obsahtu trojuhelniki CDP a DAP plati

|CD|vy  [MP|(vy + v2) 7 7

: = D <— D|- >:1:—: 7.

5 5 (ICD|vy) 21 |CD| - 3uvy 3 8:7

Pomeér obsahti trojuhelnikit BC'P a C'DP je tudiz 21 : 8 a pomér obsahii trojihelnikt
ABP a BCP je tak 24 : 21. Postupny pomér obsahi trojuhelnikat ABP, BCP, CDP
a DAP je tedy 24:21:8: 7.

Za plné feseni udélte 6 bodi. V &asti a) udélte 1 bod za uréeni poméru vy : v2 = 1: 2, 1 bod za urceni

pficky M N a 1 bod za koneéné uréeni bodu P. V ¢éasti b) udélte 3 body, pti¢emz strhnéte 1 bod, pokud
neni explicitné stanoven postupny pomeér 24 : 21 : 8 : 7.




4. a) Takovych dvojic copatych ¢isel je nekoneéné mnoho. Je to napf. dvojice
2
a=2015- g =5037,5, b= F = 0,4.

Podobné vyhovuje kazdéa z nekone¢né mnoha dvojic

m n
a:2015-52—n, b:l;_m’

kde m a n jsou libovolna prirozena cisla. Uvedené ¢islo a méa n desetinnych mist, ¢islo b
jich ma m.

b) Takova trojice copatych Cisel neexistuje.

Kazdé copaté cislo, které ma za desetinnou c¢arkou posledni nenulovou c¢islici na
k-tém misté, tj. na misté fadu 10~*, méZeme pro vhodné p¥irozené ¢islo s zapsat jako
s-107% (k = 1). Pfitom s neni délitelné deseti, miize proto byt délitelné jen jednim
z prvocisel 2 nebo 5, a to libovolnou jeho mocninou.

Sou¢inem dvou copatych ¢isel a = s/10¥ a b = t/10' dostaneme pfirozené ¢islo jen
tehdy, kdyz je souéin st délitelny 10**! neboli kdyz jedno z &isel s, t je délitelné 2~+
a druhé 58+ pricemz k + 1 > 2. Jsou-li tedy a = 5/10%, b =1/10', ¢ = u/10™ libovolna
copata cisla takova, ze souciny a - b a a - ¢ jsou prirozena cisla, je z predchozi avahy
ziejmé, ze obé ¢isla t i u museji byt bud obé licha a délitelnd péti, nebo naopak obé
suda a nedélitelna péti, takze jejich soucin tu nemtze byt délitelny deseti, tudiz soucin
bc = tu/10'T™ nemiize byt cely.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Za vyfeSeni ¢asti a) udélte 2 body, za fadny diikaz v ¢asti b) udélte
4 body.



