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1. Najdete vsechna ctyrmistnd cisla n takovd, Ze zaroven plati:
i) cislo n je soucinem tii riznych prvocisel;
i1) soucet mejmensich dvou z téchto prvocisel je roven rozdilu nejvétsich dvou
z nich;
ii1) soucet vSech tri prvocisel je roven druhé mocniné jiného prvocisla.
(Radek Horensky)

Reseni. Piedpokladejme, Ze n spliuje zadané podminky, tedy n = p - ¢ - r, pFi¢emz
p < q < r jsou prvocisla.

Z druhé podminky vyplyva p+q =r — q, tj. r = p + 2q. Prvocislo r je liché, proto
jep #2.

Podle tieti podminky je p+q+r = 2p+ 3q = s2, kde s je prvoéislo. Moznost s = 3
o¢ividné nevyhovuje (soucet tif rfiznjch prvocisel je totiz vétsi nez 9), proto s? neni
délitelné tiemi, a tedy p # 3.

Z rovnosti 2p + 3¢ = 5% rovnéz vyplyva, ze éislo 2p dava pii déleni tfemi zbytek 1,
protoze at uz dava s pii déleni tfemi zbytek 1 &i 2, v obou piipadech dava s? pii déleni
tfemi zbytek 1. Prvocislo p tedy dava pii déleni tfemi zbytek 2. VypiSme od nejmensich
nékolik prvocisel, kterd jsme zatim nevyloucili jako mozné hodnoty p:

pe{5,11,17,23,29,41,.. ).
Pokud je p =2 17, vyjde ¢ = 19 a r = p + 2¢ = 55, ¢ili
n=pgr=17-19-55 > 15-15-50 = 225 - 50 > 200 - 50 = 10000,
coz odporuje predpokladu, Ze n je étyfmistné.! Zbyva tedy vysetiit p € {5, 11}.
Pokud p = 11, z rovnosti 2p + 3¢ = s> mame ¢ = %(32 — 22). Nasledujici tabulka

udava hodnoty ¢ pro nejmensi prvoéiselné hodnoty s (zfejmé musi byt s2 > 22, tedy
s 2 5):

s 5 7 11 | 13 | 17 | 19
1 9 | 33 | 49 | 89 | 113

Hodnoty ¢ s rostoucim s zfejmé rostou. Vidime, ze pro s < 13 nevychézi g prvociselné.
Pro hodnoty s = 17 je ¢ > 50, takze

n = pqr = 11q(11 + 2¢) > 11 -50 - 111 > 10 - 50 - 100 = 50 000.

Ctyimistné hodnoty n tedy pro p = 11 nedostaneme.
Pokud p = 5, mame g = %(32 — 10). Sestrojime podobnou tabulku jako vyse:

s ) 7 11 | 13 | 17 | 19
) 13 | 37 | 83 | 93 | 117

Pripad ¢ = 5 nevyhovuje podmince p < ¢q. Pro s = 7 vyjde ¢ = 13 a r = 31, dostavame
tedy vyhovujici hodnotu n = 5-13-31 = 2015 (13 i 31 jsou skutecné prvocisla). Pro
s 211 je g = 37, ¢ili

n=pqr=>5q¢5+2¢) =25-37-79 >5-30-70 = 10500.

Zadné dalsi feseni proto nedostaneme.

1 Mohli jsme samoziejmé rovnou napsat n = pgr = 17 - 19 - 55 = 17765. Uvedeny vypocet jen
demonstruje, jak potfebny odhad n = 10000 odvodit bez pracného nasobeni.
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Odpovéd. Jedingm moznym FeSenim je p =5, ¢ = 13 a r = 31, tj. n = 2015.

Poznamka. Pro zajimavost poznamenejme, ze jediné pétimistné resp. Sestimistné
¢islo vyhovujici danym tfem podminkam je n =5-37-79 = 14615, resp. 29 -37-103 =
=110519.

Kdyby s nemuselo byt prvocislo, jediné dalsi vyhovujici ¢islo mensi nez 1000 000
by bylon =3-73-149 = 32631.

2. Pro dané pfirozené cislo n uréete pocet cest délky 2n + 2 z bodu [0,0] do bodu
[n,n], které Zadnym bodem neprochdzeji vicekrdat. Cestou délky 2n + 2 z bodu [0, 0]
do bodu [n,n] rozumime (2n + 2)-célennou posloupnost

(AgA1, A1Ag, AsAs, ... Aspi1Aopta)

usecek spojujicich dva sousedni miizZové body, pricemz Ay = [0,0], Agnio = [n,n].
(Pavel Novotny)
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Reseni. Soufadnicovou soustavu méjme orientovanu standardné, tedy tak, ze x-ové osa
sméruje zleva doprava a y-ova zdola nahoru. V tomto kontextu budeme v TeSeni pro
prislusné sméry pouzivat slova ,doleva“, ,doprava“, ,nahoru® a ,dol“.

Kazda cesta z bodu [0,0] do bodu [n,n] musi obsahovat alespon n krokt smérem
doprava a alesponn n krokti nahoru. Kromé téchto 2n krokidi musi cesta délky 2n + 2
obsahovat jesté dva kroky, které maji navzajem opacny smér. Vzhledem k tomu se
kazda cesta délky 2n + 2 da realizovat pravé jednim ze dvou zptisobi:

a) n + 1 krokt doprava, jeden krok doleva, n kroki nahoru;
b) n + 1 krokd nahoru, jeden krok dola, n kroku doprava.

Vzhledem k symetrii je ziejmé, ze obé moznosti obsahuji stejny pocet cest, proto
se budeme zabyvat pouze moZnosti a). Krok doprava ozna¢ime ¢islem 1, krok doleva
¢islem 2, krok nahoru ¢éislem 3. Hleddme pocet (2n + 2)-¢lennych posloupnosti, které ob-
sahuji n+1 jednotek, jednu dvojku a n trojek. Jednotky mitizeme umistit (2”+2) zpusoby

n+1
a dvojku na nékteré z n + 1 zbyvajicich mist, proto je pocet takovych posloupnosti

2n + 2
n+1 .
(n+ )< n+1 )
Musime ale odecist pocet téch posloupnosti, v nichz néasleduje dvojka bezprostredné

za jednotkou nebo bezprostredné pred jednotkou — pravé takové posloupnosti totiz
prisluseji tém cestam, kterymi projdeme nékterou tisecku nejméné dvakrat. Opravdu,
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pokud jednotka v posloupnosti sousedi s dvojkou, znamené to, ze jsme po cesté sli
ve dvou po sobé jdoucich krocich doprava a doleva (nebo naopak), prosli jsme tedy
tutéz usecku dvakrat. Naopak, pokud dvojka (ktera je v posloupnosti jedind) nesousedi
s jednotkou, je v posloupnosti pfed ni i za ni trojka (pfipadné z nékteré strany neni zadné
¢islo, pokud dvojkou posloupnost za¢ind nebo konéi), takze celd ¢ast cesty pred krokem
doleva se nachéazi nize a cela Cast cesty po kroku doleva se nachéazi vyse nez usecka,
po niz jsme prosli doleva (obr.1). Tyto dvé ¢asti jsou proto disjunktni, a protoze obé
jiz obsahuji jen kroky nahoru a doprava, po zadné tisecce v nich vice nez jednou urcité
neprojdeme.

Obr. 1

Jednotku a hned za ni dvojku mtzeme umistit 2n + 1 zplisoby a zbyvajici jednotky
na volna mista (277) zpusoby. Pocet posloupnosti, ve kterych je dvojka bezprostiedné za

jednotkou, je tedy
2n
2 1 .
(2n +1) ( " )

Stejny je pocet posloupnosti, ve kterych je dvojka bezprostfedné pred jednotkou. Po-
sloupnosti, v nichz je trojice po sobé jdoucich ¢lent 1, 2, 1 (ty piisluseji cestdm, po
kterych nékterou tsecku projdeme t¥ikrat po sobé) jsou zapocitiny v obou piipadech,
musime je tedy jednou odecist. Jejich pocet je 2n(27?:11).

Pocet vyhovujicich cest typu a) je tudiz

(n+1) (2::12) —2(2n+1) (2:) +on (2:__11> _
sy ol L)
_ena2! @ty (2n _11) . (2n - 1)

nl(n+1)  nl(n+1)! n— n—1

-

a pocet vSech cest obou typt a) i b) je tak dvojnésobek, tedy 4n(

Jiné feSeni. Pii oznaceni z prvniho feSeni pfipustné cesté typu a) prislusi, jak
jsme tam dokazali, pravé ta posloupnost, v niz nejsou vedle sebe jednotka a dvojka. To
znamenad, ze posloupnost bud obsahuje blok 323, nebo zacind blokem 23, nebo kond¢i
blokem 32. Odstranénim bloku 323 vznikne (2n — 1)-¢lenné posloupnost obsahujici n+ 1
jednotek a n — 2 trojek. Pocet takovych posloupnosti je (2:;11) a blok 323 miizeme
pridat ke kazdé 2n zpusoby. Odstranénim pocatec¢niho bloku 23 nebo koncového bloku 32
vznikne 2n-¢lenné posloupnost obsahujici n + 1 jednotek a n — 1 trojek. Pocet takovych

posloupnosti je (anl) a ke kazdé mizeme pridat na zacatek blok 23 nebo na konec
blok 32.



Pocet cest typu a) je proto

2n —1 2n \ _ 2n(2n—1)! 2-(2n)! B
an (n—l—l) 2 <n+1> D R G
B (2n)! 2 (2n)! n+1
_(n+l)!(n—2)!<1+n—1> (n+Dnln—2! n—1
(2n)! (2n)!-n _ n(2n>

n!(n —1)! "l n

Pocet vsech cest je tedy 2n (277)

Poznamky. Pri druhém postupu je tfeba zvlasté provérit pripad n = 1, protoze
tehdy ne vSechna kombinac¢ni ¢isla a apravy vyse davaji smysl.

Zévéreény vzorec lze dostat (v zavislosti na pouzitych tpravach) v riznych tvarech,
zde jsme uvedli jen dva z nich.

3. V libovolném trojuhelniku ABC, ve kterém téZmice z vrcholu C neni kolmd na
stranu C A ani na stranu CB, oznac¢me X a'Y pruseciky osy této tézZnice s primkams
CA a CB. Najdéte vsechny takové trojuhelniky ABC, pro néeZ body A, B, X, Y
lezi na téze kruznici. (Jan Mazak)

Reseni. Pro velikosti stran a whld trojthelniku ABC budeme pouzivat standardni
oznaceni. Dale ozna¢me M stfed strany AB. Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme,
ze |AC| = |BC|. V takovém pfipadé je thel C'M B neostry, takze bod Y bude vniti-
nim bodem strany BC. Uvazujme postupné vSechny mozné polohy bodu X vzhledem
k bodim A, C' na piimce AC.

Ziejmé X # C'. Pokud X = A, jsou body A, B, X, Y pouze trojici riznych bodu
a urcité lezi na jedné kruznici (o¢ividné totiz nelezi v pfimce). Trojuhelnik ABC proto
v takovém pripadé vyhovuje zadani. Osa téznice C'M prochazi bodem A, pravé kdyz
|AC| = |AM|. Mezi hledané trojuhelniky tedy patii vSechny trojihelniky, v nichz ¢ = 2b
(obr. 2).2

A B

Obr. 3

Pokud bod X lezi na polopfimce opa¢né k polopiimce C'A (to nastane, pravé kdyz
je thel ACB tupy, obr.3), lezi bod Y uvniti trojuhelniku ABX, takze urcité nelezi
na kruznici opsané tomuto trojuhelniku. Zadny trojihelnik ABC s takovou polohou
bodu X tudiz zadani nevyhovuje.

Pokud bod X lezi uvnitf strany AC' (obr. 4a), lezi dané body na jedné kruznici, pravé
kdyz je ¢tyithelnik ABYX tétivovy, tj. pravé kdyz |« XY C| = a. Stejnou podminku
dostaneme i v ptipadé, ze bod X je vnitfnim bodem polopfimky opac¢né k polopfimce AC'
(obr. 4b), protoze v takovém piipadé je tétivovost ¢tyithelniku AX BY ekvivalentni
shodnosti obvodovych thli XYB a XAB, jejichz velikosti jsou 180°—|< XY C| a 180° —a.

2 Diky trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢ pro kazdy trojuhelnik splniujici ¢ = 2b plati a > b, takze
vSechny takové trojthelniky spliiuji predpokladanou nerovnost |[AC| < |BC|.
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Obr. 4a Obr. 4b

Hledame tedy takové trojuhelniky ABC, pro néz bod X # A lezi na polopiimce C' A
a thel XY C ma velikost a.

Pokud je trojuhelnik ABC' rovnoramenny se zakladnou AB, je f = « a pfimka XY
je rovnobézna s AB, takze |« XYC| = |xBAC| = «a a trojuhelnik ziejmé vyhovuje
zadani.

Pfedpokladejme tedy, ze je |AC| < |BC|. V takovém piipadé polopfimka CM
protne kolmici vedenou bodem B ke strané AB v bodé, ktery oznac¢ime P. Oznac¢me
jesté @ stied tsecky CM a D obraz bodu C' ve stfedové soumérnosti podle M (obr. 5).
Z pravouhlého trojihelniku CQY vidime, ze o < 90° a |<xBCP| = 90° — .. Ze stfedové

C
Y
o
XEQ
A /o /‘/ B
7 M ol
7
7
X /7
D
P
Obr. 5

soumérnosti se stfedem M plyne |XDBA| = |xCAB| = «, takze bod D lezi uvnit¥
usecky M P a |[<DBP| = 90° — . Trojthelniky DBP a BCP jsou tedy podobné podle

véty uu, takze dostavame
|DP|: |BP| = |BP|:|CP|, tj. |DP|-|CP|=|BP|* (1)

Piitom |DP| - |CP| = (|[PM| — |DM|)(|PM| + |[MC|) = |PM|* — |[MC|?, zatimco
podle Pythagorovy véty je |BP|? = |PM|? — |M BJ|?. Dosazenim do (1) tak po tprave
dostaneme |M B| = |MC/|. To znamena, Ze kruznice s pramérem AB prochazi bodem C,
takze trojuhelnik ABC ma pfi vrcholu C pravy thel.

Naopak, pokud trojuhelnik ABC ma pravy thel pfi vrcholu C, lezi bod C' na
Thaletové kruznici se stfedem M a polomérem |M B, takze trojuhelnik BCM je rov-
noramenny se zakladnou BC a |[<BCM| = |[«CBM]| = 90° — a, odkud |« XYC| = a.
Jelikoz tthel AC'M je ostry, lezi bod X na polopfimce C'A, a z uvedeného tak vyplyva,
ze trojuhelnik ABC' vyhovuje zadani.

Zaveér. Shrnutim uvedenych vysledkti a pridanim feSeni prislusejicich k pripadu
|AC| > |BC| dostavame, ze zadani vyhovuji:

> vSechny rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou AB;
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> vS8echny pravouhlé trojuhelniky s pfeponou AB;
> v8echny trojuhelniky, jejichz strana AB je dvakrat delsi nez jedna ze zbyvajicich
dvou stran.
(Pravouhly rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AB je zahrnut v prvnim i druhém
bodu; pravouhly trojihelnik s pfeponou AB a s thlem o = 60° nebo 5 = 60° je zahrnut
v druhém i tfetim bodé.)
Pomoci délek stran lze tyto trojuhelniky charakterizovat symbolicky podminkou

a=bV a?+b>=c*V ¢c=2a V c=2b,
pripadné pomoci velikosti vnitinich thld podminkou

a=pFV y=90° V siny=2sina V siny = 2sinj.

Pozndmka. Klicovy poznatek, ze pri poloze bodu X na polopfimce C'A z rovnosti
| XYC| = a vyplyvd a = 8 nebo v = 90°, lze odvodit mnoha jinymi zpusoby. Na-
stinime nékolik takovych feseni, pricemz jiz nebudeme uvadét zbylou ¢ast postupu, jen
dokazeme uvedenou implikaci a obcas vynechame nékteré detaily.

Jiné feseni. Sestrojme v bodé C' kolmici t k téznici CM. Pfimka t je rovnobézna
s jeji osou XY, takze svird se stranou BC' uhel velikosti o (obr. 6). Z vlastnosti obvo-
dovych a tsekovych uhla vyplyva, ze t je te¢nou kruznice k£ opsané trojuhelniku ABC.
Téznice C'M tudiz prochézi stfedem kruznice k. Protoze M je stfed AB, mohou nastat
dva pripady: bud je pfimka C'M osou strany AB, takZze o = (3, nebo je bod M stfedem
kruznice k, takze v = 90°.

C
L
54

Obr. 6 Obr. 7

Jiné feseni. Predpokladejme, ze v # 90°, a sestrojme paty vysSek z vrcholi A, B,
které postupné oznac¢ime U, V. Tyto paty lezi na Thaletové kruznici nad primérem AB
a z tétivového ¢tyfuhelniku ABUV (pokud v < 90°), resp. ABV'U (pokud v > 90°) do-
staneme |[<VUC| = a a |xUVC| = § (obr.7). Pfimka UV je tudiz rovnobézna s XY,
tj. je kolma k téznici CM. Avsak |MV| = |MU| (nebot M je stfed Thaletovy kruz-
nice nad primérem AB), takze trojihelnik UV M je rovnoramenny se zakladnou UV
a piimka C'M je zaroven osou zékladny UV. Proto |CU| = |CV| neboli a = 5.

Jiné FesSeni. Oznatme |CX| = |[MX| =z a |CY]| = |[MY| = y. Pokud X lezi
uvnitt strany AC (obr.8a), je |[<AXM| = 180° — 23 a ze sinové véty v trojuhelniku

AM X méame
%c x . csina
- = ——, takie = — .
sin(180° — 23)  sina 2sin 23
Totéz vyjadreni ziskame i v pripadé, ze bod X lezi na polopfimce opacné k AC
(obr.8b — tehdy ma trojuhelnik AM X pfi vrcholech A a X uhly s velikostmi 180° — «

a 2f3). Analogicky odvodime y = csin /2 sin 2a.
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Obr. 8a

Z mocnosti bodu C ke kruznici, na niz lezi body A, B, X, Y, mame zb = ya.
Dosazenim odvozenych vztahti dostavame

besina acsin 3
2sin2f  2sin2a’

takze sin2a = sin2p3,

kde jsme vyuzili rovnost asin = bsin «, kterd vyplyva ze sinové véty. Je tedy 2a = 25
nebo 2« + 24 = 180°. V prvnim piipadé je o = 3, v druhém v = 90°.

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

a(b® + ¢) = c(c + ab),
b(c? + a) = a(a + be),
c(a® +b) = b(b + ca).

(Michal Rolinek)

Reseni. Kazdou rovnici upravime tak, aby ¢leny tietitho stupné byly nalevo a ¢leny
druhého stupné napravo. Po vyjmuti spole¢nych ciniteli pred zavorku dostaneme ekvi-
valentni soustavu

ab(b—c) = ¢(c—a),
be(c —a) = ala — D), (1)

Nejprve vysetiime moznost, ze dvé neznamé maji stejnou hodnotu. Je-li napt. a = b,
pak z tieti rovnice plyne bud b = ¢, nebo a = b = 0 a poté z prvni rovnice i ¢ = 0. V obou
pripadech je a = b = c. Totéz dostaneme i pro jinou dvojici neznamych. Dosazenim
snadno ovéfime, ze trojice (t,t,t) je feSenim dané soustavy pro kazdé realné t¢.

Pokud je nékterd z nezndmych nulova, napt. a = 0, plyne z prvni rovnice ¢ = 0
a nasledné z treti rovnice i b = 0. Podobné jsou vSechny tfi neznamé nulové i tehdy,
pokud b = 0 nebo pokud ¢ = 0. Trojice (0,0,0) je pfitom zahrnuta jiz mezi feSenimi
v predchozim odstavci.

Pfedpokladejme nakonec, Ze trojice (a,b,c) je feSenim, piicemz zadna dvé z Cisel
a, b, ¢ nejsou stejnd a zadné neni nulové, tj. vSichni ¢initelé ve vSech rovnicich v (1)
jsou nenulovi. Po vzajemném vynéasobeni téchto rovnic a vydéleni spole¢nych cinitelti
dostaneme abc = 1, z ¢ehoz po vynésobeni jednotlivych rovnic v (1) postupné ¢leny c,
a, b vychéazeji rovnice

b—c=c*(c—a),
c—a=a*(a—0),

a—b="b*b—c).



Cinitelé a2, b?, ¢? jsou kladni, proto vSechny tii vyrazy a — b, b — ¢, ¢ — a maji stejné
znaménko. To vSak neni mozné, protoze jejich soucet je nulovy. Zadné dalsi feseni tedy
neexistuje a jedinymi feSenimi dané soustavy jsou trojice (¢,t,t), t € R.

Jiné Feseni. Ptredpoklddejme, Ze trojice (a, b, ) je feSenim soustavy. Pokud a = 0,
plyne z prvni rovnice ¢ = 0 a ze tfeti rovnice pak i b = 0. Podobné dostéavame, ze
pokud je kterdkoli z neznamych nulova, jsou nulové vSechny. Trojice (0,0, 0) je opravdu
feSenim. Dale proto budeme predpokladat, ze vSechny tii nezndmé jsou nenulové.

Vynéasobme prvni rovnici soustavy nezndmou b a pri¢téme k ni druhou rovnici:

ab(b? 4 ¢) + b(c* + a) = be(c + ab) + ala + be).
Dalsi apravou dostaneme

ab® + ab = ab’c + a2,
b2 +b=b+a. (2)

Vzhledem k tomu, ze cyklickou zdménou nezndmych se rovnice puvodni soustavy
nezmeéni, museji byt splnény i rovnice, které dostaneme cyklickou zaménou neznamych
v rovnici (2), tedy

A +c=cfa+b, (3)
a® +a=ad’b+c (4)

Z rovnosti (2), (3), (4) vyplyva, Ze vSechny t¥i nezndmé a, b, ¢ maji stejné znaménko.
Opravdu, pokud jsou napf. obé neznamé a, b kladné, je kladna i prava strana (3), tudiz
i jeji leva strana, a to je mozné jen pro ¢ > 0. Stejnd tivaha zfejmé funguje i pro
zaporna a, b a i pro kterékoli jiné dvé nezndmé. Navic snadno nahlédneme, ze pokud
trojice (a, b, c) spliiuje rovnosti (2), (3), (4), splituje je i trojice (—a, —b, —c). Stadi tedy
uvazovat jen pripad, kdy vSechny tii neznamé jsou kladné.

Sectenim rovnosti (2), (3), (4) dostaneme

a® + b + ¢ = a®b + b*c + a. (5)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem trojice kladnych cisel
plati
3 313 3013 4.3
a’+a’+b b°+b° +c
_— g aQb, - g b207
3 3 3

F+A+a®
— = %a.

1\

Se¢tenim téchto nerovnosti dostavame a3+ b2 +c® = a?b+b?c+ c?a, priéemz rovnost tu,
a tedy i v (5) plati pouze tehdy, pokud plati ve vSech tfech nerovnostech vyse, tj. kdyz
a = b = c. Tim jsme dokazali, ze feSenim soustavy muze byt jen trojice shodnych cisel.
Snadno ovérime, ze kazda takova trojice opravdu vyhovuje.

5. Je dan trojuhelnitk ABC, jehoZ kaZdé dvée strany se lisi aspon o délku d > 0.

vvev

2
Sarr + Sprr + Scir 2 ng,

kde Sxvyz znaci obsah trojuhelniku XYZ. (Michal Rolinek)
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ResSeni. Strany trojthelniku ozna¢me obvyklym zptisobem a, b, ¢; budeme také poui-
vat oznaceni v, pro velikost vysky trojihelniku na stranu a. Necht M je stied strany BC
a D jeji prusecik s osou Al ﬁhlu BAC’ Trojuhelmky Al T a AI M maji spolecnou vysku

a DMI, které maji spolecnou stranu DM a jejich vysky na tuto stranu maji velikosti
Vg, resp. 0. Mame tedy

|DM|-v, |DM]-po

1
Sarm = Spvma —Spmr = = §\DM’(% —0).

Podle znamych vzorct je ’ ’
SABC:%ava:%(a+b+c)Q, odkud va:%b—i—cgzg%—b—kcg.
Spojenim dosud odvozenych vztahi dostavame
Sarr = 2 5|DM|(va — 0) = 5|DM|" 5 &

Délku |DM| vyjadiime Jako kladny rozdil delky |BM| = 1a a délky |BD|, kterou
oznacime x. Vime, Ze osa uhlu trojuhelniku déli protéjsi stranu v poméru pfilehlych
stran. Proto x : (a — z) = ¢ : b, odkud vyjadiime x:

Lo ac
S b+c
Je tedy
—9 _ _
|DM|—’ a—x‘—‘—a— ac :‘a(b-i-c) ac‘:‘a(b c) :a|b c|'
2 2 b+c 2(b+c¢) 2(b+c) 2(b+c¢)
Dosazenim do (1) nakonec vyjde
1 ab—cl b+tc
S =1b — ¢c|o.
AT =3 90+¢)  a gl0—cle

Analogicky odvodime
1 1
SprT = EIC—CL\Qa Scrr = E\G—bm-
Podle zadani je kazda z hodnot |a — b, |b — ¢|, |c — a| alesponi d. Pfitom zfejmé
nejvétsi z téchto t¥i hodnot je rovna souctu zbyvajicich dvou, tj. ma velikost alespon 2d,
takze soucet vSech tii je alespon d + d + 2d = 4d. Plati proto

“4d - p = —dg,

Chl*—‘

1
Sarr + Sprr + Scir = 6(|b—0| +lc—al+]a—b[)o2

coz bylo treba dokazat.
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6. Je dano prirozené c¢islo n > 2. Urcete nejuétsi celé cislo d, pro nez plati ndsledujici
turzeni: Z libovolné n-prvkove mnozZiny celych cisel lze vybrat tri rizné€ neprazdné
podmnoziny tak, Ze soucet prvku kazZdé z nich je celociselnym nasobkem cisla d.
(Vybrané podmnoziny mohou mit spolecné pruky.) (Jaromir Simsa)

Reseni. Uvedené tvrzeni neplati pro zadné d > n: stadi uvazit n-prvkovou mnozinu
sestavenou z celych cisel, kterd pii déleni ¢islem d davaji zbytek 1. V piipadé d = n
je jedinou ,,vyhovujici“ podmnozinou celd n-prvkovad mnozina, v pripadé d > n zadna
takova neexistuje.

V druhé casti feseni ukazeme, ze tvrzeni plati pro d = n — 1. V dalsim vykladu
vSechny uvazované mnoziny budou neprazdné, jejich prvky budou cela ¢isla a s(X) bude
znacit soucet vSech prvkd mnoziny X.

Nejprve dokdZeme (zndmé) tvrzeni, ze ma-li X alesponi d prvki, pak existuje Y C X
s vlastnosti d | s(Y). Skuteéné, pokud vybereme d ruznych prvki zq,...,24 € X, pak
v pripadé, kdy zadny z d souctl

1, T1+2T2, ..., T1+To+ ...+ Ty

neni nasobkem d, dva z nich davaji pri déleni ¢islem d stejny zbytek; jejich rozdil je pak
nasobkem ¢isla d, ktery je souc¢tem s(Y') pro vyhovujici podmnozinu Y.

Vratme se k diikazu tvrzeni ze zadéani ilohy pro d = n—1. Necht tedy X je libovolnéa
mnozina majici n prvkia. Podle dokdzaného poznatku najdeme mnozinu X; C X takovou,
ze n — 1| s(Xy). Zvolme néjaké z1 € X; a pro (n — 1)-prvkovou mnozinu X' = X\ {z1}
znovu pouzijeme poznatek: existuje mnozina Xo C X' takové, ze n — 1 | s(Xz). Jelikoz
x1 € X1 a x1 ¢ Xo, mdme uz vybrany dvé ruzné podmnoziny mnoziny X pozadované
vlastnosti. Tfeti podmnozinu X3 C X spliyjici n — 1 | s(X3) nyni najdeme takto: v pfi-
padé X; N Xy = ) zvolime X3 = X; U Xy; v opa¢ném piipadé, kdy X; N Xy # ), zvolime
x9 € X1 N Xz a jesté potieti uplatnime stejny poznatek — tentokrat na (n — 1)-prvkovou
mnozinu X" = X\ {22} — a najdeme tak hledané X3 C X".

Odpoveéd. Hledané nejvétsi d je rovno n — 1.

Pozndmka. Pro hodnotu d = n—1 se muze stat, ze pozadovanou vlastnost budou mit
pravé t¥i (rizné) podmnoziny n-prvkové mnoziny X. Nastane to, kdyz ¢isla z n-prvkové
mnoziny X budou pfi déleni ¢islem n — 1 davat zbytky 1,1,1,...,1,0. Jedna vyhovujici
mnozina bude mit jeden prvek, druhd n — 1 prvka a tieti (v8ech) n prvki.
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