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Navody k domaci casti I. kola kategorie C

1. Najdete vsechny mozné hodnoty soucinu prvocisel p, q, r, pro kterd plati
p> — (g +r)* =637.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Uréete vSechna piirozena ¢isla a a b, pro néz je rozdil a® — b? druhou mocninou
nékterého prvoédisla. [a = (p? +1)/2 a b= (p*> — 1)/2, kde p je libovolné liché
prvodislo.]

D1. Najdéte viechny dvojice nezdpornych celych ¢isel a, b, pro néz plati a® + b +
+2 =a+ b2 [C59-S-3]

D2. Najdéte vsechny dvojice prvodcisel p a ¢, pro které plati p + ¢ = q + 145p.
[C55-11-4]

2. Urcete, kolika zpiusoby lze k jednotlivym vrcholim krychle ABCDEFGH pripsat
cisla 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby soucin cisel pripsanych libovolnym trem vrcholum
kazdé ze sten krychle byl sudy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Kolika zptusoby lze vrcholim ¢tverce ABCD a jeho stfedu S pripsat Cisla 1,
2, 3, 4, 5 tak, aby byly vesmeés liché soucty ¢isel u kazdé jeho strany i obou
uhlopricek? Dokazete tento pocet urcit, aniz vypisete vSechny moznosti a pak je
spocitate? [24 zpusobu. Nejprve piipiste danym péti bodim 3 znaky L a dva
znaky S pro licha, resp. suda cisla — to lze udélat pravé dvéma vyhovuji-
cimi zptsoby. Pak uvazte, Ze znaky L lze zaménit danymi cCisly Sesti zptisoby
a znaky S dvéma zpusoby.|

D1. Kolika zptsoby lze vrcholim pravidelného devitithelniku ABCDEFGH I pti-
fadit ¢isla z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kazdé z nich
bylo pfifazeno jinému vrcholu a aby soucet cisel prifazenych kazdym tiem
sousednim vrcholim byl délitelny tfemi? [B61-11-2]

3. Uvazuyme vyraz
2x2+y2 — 22y + 22 + 4.

s

a) Najdéte vsechna redlnd cisla x a y, pro néZ dany vyraz nabyvd své nejmens
hodnoty.

b) Urcete vSechny dvojice celych nezapornijch ¢isel x a y, pro které je hodnota
daného vyrazu rovna cislu 16.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pro libovolna realna cisla z, y a z dokazte nezapornost hodnoty kazdého z vy-
razi

222 + y2 — 2zyz, z? + 4y2 +32% — 2z — 12y — 62 + 13, 222 + 4y2 + 2% — dxy — 222

a zjistéte rovnéz, kdy je dotycné hodnota rovna nule.
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D1.
D2.

D3.

D4.

D5.

V oboru celych éisel feste rovnici 22 + y? + x +y = 4. [B61-S—1]
Pro kladn4 redlna ¢isla a, b, c plati ¢ + ab = a? + b%. Ukaite, ze pak také plati
¢ +ab < ac+ be. [C63-11-3]
Dokazte, Ze pro libovolné nezéporna é&isla a, b, ¢ plati (a+bc)(b+ac) = ab(c+1)2.
Zjistéte, kdy nastane rovnost. [C58-S—1]
Uvazujme vyraz V(z) = (5z* — 422 + 5)/(z* + 1).
a) Dokazte, ze pro kazdé realné ¢islo x plati V' (z) = 3.
b) Najdéte nejvétsi hodnotu V(z). [C58-11-1]
Dokazte, ze pro libovolna rizna kladna cisla a, b plati

a+b - 2(a® + ab + b?) - [a? + b2
2 3(a+0) 2

[C58-1-6]

4. Uvnitr stran AB, AC daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po 1adé body E, F,
pricemZ EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D tak, Ze plati

p=|ED|: |DF| = |BE| : |EA|

a) Ukazte, Ze pomeér obsahi trojuhelniki ABC a ABD je pro p = 2 : 3 stejny

jako prop=3:2.

b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsahi trojuhelniki ABC a ABD md hodnotu nejmé-

ne 4.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

Vymyslete pravidlo, jak jednoduse vyjadrit pomér obsahti dvou trojihelniki,
které se shoduji v jedné strané ¢i v jedné vysce. Uplatnéte je pak k feseni tiloh
N2 a N3.

. Uhlopiicky konvexniho étyfihelniku ABCD se protinaji v bodé P. Obsahy

trojuhelnikt ABP, BCP,CDP, DAP ozna¢me po fadé Sy, Sz, S3, S4. Dokazte
obecnou rovnost Sy - S3 = S5 - S4 a vysvétlete, pro¢ specidlni rovnost Sy = Sy
nastane, pravé kdyz AB || CD. [U prvni rovnosti prejdéte k iméte Sp : So =
=S4 : S3, u druhé k rovnosti obsahti trojuhelnikit ABC' a ABD.]

Uvniti stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po fadé
body K, L, M tak, ze tsecCky AK, BL, CM se protinaji v jednom bodé P.
Dokazte, ze oba vyrazy

|BK| |CL| |AM| . |PK| |PL| |PM|
|[KC| |LA| |MB, |AK| = |BL| |CM]

se rovnaji ¢islu 1. [Pro prvni vyraz vyjadiete vhodné poméry obsaht trojihel-
nikit ABP, BCP a C'AP. Vyjadfite-li pak, jakymi jsou ¢astmi obsahu celého
trojuhelniku ABC, a tyto t¥i zlomky seCtete, dostanete tvrzeni o hodnoté dru-
hého vyrazu.]

Ozna¢me E stfed zdkladny AB lichobé/niku ABCD, v némz plati |[AB| :
. |CD| = 3 : 1. Uhlopticka AC protiné tse¢ky ED, BD po fadé v bodech F,
G. Urcete postupny pomér |AF|: |FG|: |GC|. [C64-1-4]
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D2. Ozna¢me K a L po fadé body stran BC a AC trojuhelniku ABC', pro které
plati |[BK| = £|BC|, |AL| = 1|AC|. Necht M je prisecik tsecek AK a BL.
Vypocitejte pomér obsaht trojuhelniki ABM a ABC. [C64-S-2]

D3. Zakladna AB lichobézniku ABC'D je tiikrat delsi nez zakladna C'D. Oznac¢me
M stied strany AB a P prusecik tsecky DM s thlopiickou AC. Vypocitejte
pomeér obsahil trojihelniku CDP a &tyfuhelniku M BCP. [C55-11-1]

. Mdme karticky s ¢isly 5, 6, 7, ..., 55 (na kaZdé karticce je jedno cislo). Kolik nejvyse
karticek muzeme vybrat tak, aby soucet cisel na Zadnych dvou vybranych kartickdch
nebyl palindrom? (Palindrom je ¢islo, které je stejné pri ctent zleva doprava i zprava
doleva.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soucet zad-
nych dvou vybranych c¢isel nebyl nasobkem jedenacti. Vysvétlete, proc¢ zvoleny
vybér ma pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu cisel nevy-
hovuje. [C58-1-5]

D1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybrano nékolik rtuznych ¢isel tak, ze soucet zad-
nych tfi z nich neni nasobkem deviti.
a) Dokazte, ze mezi vybranymi ¢isly jsou nejvyse ¢tyfi délitelna t¥emi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel mize byt 26. [C58-I1-3]

. Je ddna kruznice ki(A;4cm), jeji bod B a kruznice ko(B;2cm). Bod C je stiedem
usecky AB a bod K je stredem usecky AC'. Vypoctéte obsah pravouhlého trojihel-
niku K LM, jehoZ vrchol L je jeden z priseciki kruznic k1, ko a jehoZz prepona KM
lezi na primce AB.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Zopakujte si Eukleidovy véty o odvésné a o vysce pravouhlého trojuhelniku
a pripomente si jejich diitkazy na zakladé podobnosti daného trojuhelniku
s dvéma mensimi trojuhelniky, které vzniknou jeho rozdélenim pomoci vysky
ku preponé.

D1. Kruznice k(S;6cm) a I(O;4cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Uréete délky
stran trojuhelniku ABC| kde bod A je prisecik pfimky OB s kruznici k£ a bod C'
je prisecik kruznice k s te¢nou z bodu A ke kruznici [. [C59-S-2]

D2. Pravotihlému trojihelniku ABC' s preponou AB a obsahem S je opsana kruzni-
ce. Tecna k této kruznici v bodé C' protina tecny vedené body A a B v bodech
D a E. Vyjadrete délku tsecky DFE pomoci délky c pfepony a obsahu S.
[C58-11-4]



