67.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Najdéte nejmensi prirozené c¢islo koncici ¢tyic¢islim 2018, které je nasobkem ¢isla
2017.

. Pro celd ¢isla z, y, z plati 22 +y — 2 = 10, 22 — y + z = 22. Najdéte nejmensi
moznou hodnotu vyrazu z? + 32 + 22.

. Je dén trojihelnik ABC. Necht P, ) jsou po fadé stfedy stran AB, AC' a necht R,
S jsou vnitini body tsecky BC, pro néz |BR| = |RS| = |SC|. Ozna¢me T prusecik
piimek PR a QQS. Dokazte, ze ABTC je rovnobéznik.

. Urcete nejmensi prirozené cislo n, pro které plati: Vyplnime-li ¢tvercovou tabulku
n X n libovolnymi navzajem riiznymi prirozenymi ¢isly, vzdy se najde pole s ¢islem,
které pti déleni tfemi dava stejny zbytek jako jiné ¢islo z téhoz rfadku i jako jiné
¢islo z téhoz sloupce.

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 10. dubna 2018

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feSeni tloh 4 hodiny ¢istého casu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky
dovoleny nejsou. Za kazdou tilohu miize soutézici ziskat 6 bo-
di; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
souc¢tu ziskanych bodu (vyssi nez 7 bodu) k uréeni tspésnych
fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni statistik
vysledki ze vSech kraji. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred
zahajenim soutéze.



67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Vyuzijeme toho, ze kazdy nasobek sedmi jednomistnym c¢islem kon¢i jinou ¢islici.
Postupné budeme odzadu dopliiovat ¢islice hledaného ¢initele (k danému ¢initeli 2 017)
tak, abychom ve vysledku dostali ¢islo koncici ¢tyrc¢islim 2 018.

V prvnim kroku hleddme ¢islici, jejiz nasobek sedmi konéi ¢islici 8:
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Cislici 8 konéi jediny z nasobkil sedmi éislicemi 0 az 9, a to ¢islo 28 = 4 - 7. Na misté
otazniku proto musi byt cislice 4. Doplnime ji a v prvnim fadku pod carou tak bude
4-2017 = 8068, coz skutecné konci ¢islici 8. Ve vysledném soucinu potfebujeme mit
¢islici 1 na misté desitek; tu spolu s ¢islici 6 na misté desitek v cisle 8 068 dostaneme
pouze tak, ze k ni pricteme cislici 5 — tentokrat tedy hledame takovy nasobek ¢isla 2017,
ktery konci cislici 5:
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Tomu vyhovuje pouze nasobek 5 -7 = 35. Podobnym postupem doplnime i zbylé dvé
¢islice — na misté stovek proto bude ¢islice 3 a na misté tisici ¢islice 4:
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Kazdé cislo, které po vynasobeni ¢islem 2017 konc¢i ¢tyréislim 2018, musi tedy
koncit Ctyréislim 4 354, a tak nejmensi vyhovujici nasobek je 2017 - 4354 = 8 782018.
Za 1plné feseni udélte 6 bodu. Za spravnou volbu postupu zjistovani ¢islic zprava udélte 1 bod. Kaz-

dou cislici spravného feseni odménte 1 bodem a zdtvodnéni, Ze nalezené Cislo je nejmensi, odménte
poslednim bodem. Pokud je postup spravny, ale nalezené ¢islo neni spravné, udélte nejvyse 4 body.



2. Sectenim danych rovnosti dostaneme
(2 +y—2)+ (2? —y +2) =22% =10 + 22 = 32,

proto z2 = 16 neboli z = +4. Pokud tento vysledek dosadime zpét do prvni ¢i druhé
z danych rovnosti, vyjde v obou piipadech z = y + 6.
Dosadme ted obé ziskané rovnosti do vyrazu, ktery mame minimalizovat:

2?4?22 = 16+ 4% + (y+6)% = 297 + 12y + 52 = 2(y* + 6y +26) = 2((y +3)> +17).

Protoze (y +3)% = 0, je nejmensi moZna hodnota daného vyrazu rovna 2-17 = 34. Této
hodnoty upraveny vyraz dosahuje pro y = —3, z ¢ehoz vychéazi z = y + 6 = 3, nalezend
¢isla x, y a z jsou tudiz celd, jak vyzaduje zadani.

Za Uplné Feseni udélte 6 bodti. Za odvozeni obou vztahii 22 = 16 a z = y + 6 udélte po 1 bodu, 1 bod
za prepis vyrazu v zadani na vyraz s jednou neznamou, 2 body za jeho tpravu na vyraz s druhou

mocninou a 1 bod za nalezeni minima 34. Chybi-li ovSem konstatovani, Ze hodnoty 34 vyraz vskutku
nabyva, strhnéte 1 bod.

3. Dokazeme, ze thlopficky ¢tytuhelniku ABT'C se navzajem puli, coz bude zna-
menat, ze ABTC' je vskutku rovnobéznik.

Ozna¢me X stied tsecky PQ a Y stfed usecky RS (obr.1). Z rovnosti |BR| =
= |SC| plyne, ze bod Y je zaroven stfedem tsecky BC. Protoze jak zndmo PQ || BC,
jsou trojuhelniky APQ a ABC podobné podle véty uu, takZe jejich ,poloviny* APX

A

Obr. 1

a ABY jsou podobné podle véty sus, tudiz bod X lezi uvniti tsecky AY. Podobné
z rovnobéznosti PQ || RS plyne podobnost trojuhelniki TRS ~ T PQ (uu), tudiz jsou
podobné i trojuhelniky TRY ~ TPX (sus), a bod Y tak lezi uvnitt tsecky T'X (nebot
|RS| < |PQ|). Dohromady dostavame, ze bod Y lezi na tsecce AT. Zbyva dokazat,
ze Y je nejen stfedem usecky BC, ale i stifedem tsecky AT.



Protoze usecka PQ je stfedni pfickou trojuhelniku ABC, je |PQ| = %|BC’ | neboli
|PX| = 1|BY], takZe z prvni podobnosti APX ~ ABY méme

1
AX| = |AY| neboli |AY|=2|XY] (1)

Protoze |RS| = 3|BC| = 3 - 2|PQ|, je |[RY| = 2|PX|, a proto z druhé podobnosti
TRY ~ TPX vychazi

2
TY| = SITX| = S(TY|+|XY]) neboli [TY|=2/XY].

Wl N

To spolu s druhou rovnosti v (1) dava |TY| = |AY|. Tim je dikaz hotov.

Jiné freSeni. Dopliime trojuhelnik ABC na rovnobéznik ABT’'C. Jeho thlo-
pricka AT’ pak prochézi stfedem Y tsecky BC (obr.2), a ze zadani tudiz plyne, Ze
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Obr. 2

|RY| = 3|RS| =1 3|BC| =3 -%|BC| = 3|BY| neboli |BR| : |[RY|=2:1. Bod R tak

Vvoev

Piimka T'R je tudiz téznici trojihelniku ABT’, a prochézi tedy stiedem P strany AB.
Podobné dostaneme, ze piimka T”S prochézi bodem @, a tak je bod T’ priseéikem
piimek PR a QS, takze T' = T, coz jsme chtéli dokazat.

Za 0plné feseni udélte 6 bodu. Za diukaz, ze tsecka AT puli tsecku BC, dejte celkem 3 body, z ¢ehoz
po jednom bodu za obé podobnosti a tfeti bod za diikaz kolinearity boda A, Y a T. Dalsi 2 body
dejte za vyjadfeni poméru |TY|: |TX| = 2: 3 a za odvozeni rovnosti |TY| = |[AY|. A posledni bod za
tvrzeni, ze ¢tytuhelnik ABTC je rovnobéznik, protoze se jeho tihlopticky puli.

Pokud fesitel postupuje jako v druhém feseni, ocefite 2 body doplnéni na rovnobéznik ABT'C.
T¥i body udélte za tvrzeni, Ze bod R (resp. S) je tézistém trojuhelniku ABT’ (resp. ACT'), pficemz
2 body dejte za odvozeni poméru |BR| : |[RY| =2:1 (resp. |SC|: |SY| = 2: 1). Posledni bod udélte
za zjisténi, ze bod T’ lezi stejné jako bod T' v pruseéiku piimek PR a QS.

Pokud resitel postupuje jinak nez v uvedenych FeSenich, hodnotte jednotliva zjisténi v souladu
s uvedenymi schématy.



4. Pro c¢isla n = 1,2,3 neni tézké uvést priklad tabulek, v nichz kyzené pole
neexistuje. Protoze nas zajimaji jen zbytky cisel pii déleni tfemi, sestavime nejprve
prislusné tabulky tak, abychom v kazdém tadku i sloupci méli rtizné zbytky, a pak
uvedené zbytky nahradime rtiznymi ¢isly s tymz zbytkem (tabulka pro n = 1 mutze
ovsem obsahovat libovolné prirozené ¢islo):

T 0[1]2 T 3[1]2
T3 2[0[1]  — 13 5164
1270 7189

Nyni ukdZeme, 7e pro n = 4 uz dané tvrzeni plati. Cisla v libovolné zaplnéné
tabulce 4 x 4 nahradime jejich zbytky 0, 1, 2 pti déleni tfemi. Zvolme libovolny radek ¢
zaplnéné tabulky. Jsou v ném zapsany Ctyti zbytky, takze aspon jeden z nich — oznac¢me
ho z; — se v fadku opakuje, je tedy zapsan ve dvou ruznych sloupcich, které oznacime
s1 a sa. Pokud je v sloupci sy zbytek z; zapsan dvakrat, jsme s hledanim pozadovaného
pole hotovi (¢islo v fadku r1 a sloupci s; mé ve svém Fadku i sloupci jesté dalsi ¢islo
se stejnym zbytkem z; pfi déleni tfemi).

V opacném pripadé je v sloupci s; néjaky jiny zbytek — oznac¢me ho zo # 21 —
zapsan alespon dvakrat; prislusné radky oznacme ro a r3:

Je-li na nékterém ze dvou poli uvazované tabulky oznacenych zatim otaznikem zby-
tek z1, jsme hotovi, protoze pozadovanou vlastnost ma pole v radku r; a ve sloupci ss.
Podobné jsme hotovi, je-li na misté jednoho z otaznik zbytek zo, protoze v tom pripadé
vyhovuje pole se zbytkem 2o v témz fadku a sloupci s;. Zbyva jesté ta moznost, ze na mis-
tech obou otazniki jsou zapsany dva stejné zbytky zs (22 # 23 # 21). Ozna¢me zbyvajici
sloupce jako s3 a s4 (na jejich skuteéném poradi v tabulce samoziejmé nezalezi):

| 51 s2 s3 sa
L |21 %1
) zZ9 23 ? ?
s | 22 Z3 ? ?

Je-li nyni na misté jednoho ze ¢tyr otazniki zbytek zo, ma pozadovanou vlastnost
pole v témz rfadku a ve sloupci s;. Podobné je-li na misté jednoho ze ¢tyt otaznikt zby-
tek z3, vyhovuje pole v témz fadku a ve sloupci so. Kone¢né pokud na misté vsech ¢tyr
otazniki jsou napsany jen zbytky 21, pak ovsem kazdé z téchto ¢ty poli ma pozadovanou
vlastnost.

Praveé jsme ukazali, ze v kazdé tabulce 4 x 4 najdeme vzdy cislo, které dava stejny

zbytek pri déleni tfemi jako jiné ¢islo z téhoz radku i jako jiné cislo z téhoz sloupce.
Hledané nejmensi n je tudiz rovno ¢tyfem.
Za uplné feSeni udélte 6 bodi. Body rozdélte zhruba nésledovné: 1 bod za tabulku 3 x 3, 1 bod za
ideu, ze v kazdém fadku a sloupci tabulky 4 x 4 se néjaky zbytek opakuje, 1 bod za propojeni radku
a sloupct (smysluplné pouziti myslenky), 1 bod za doplnéni nasledné doplnéni zbytka z3 (dvojice
otaznikil), 1 bod za doplnéni dalsich zbytku (¢tvefice otazniki), které vedou k nalezeni vhodného pole,
a 1 bod za spravny zaveér, ze nejmensi hledané cislo je 4.



