Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii B

V prvni ¢éasti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich uloh najdete
zadani navodnych a dopliujicich uloh. Tytéz tlohy i s FfeSenimi (resp. odpo-
védmi a nastiny FeSeni ¢i odkazy na FeSeni v naSem archivu) najdete ve druhé
casti textu.

1. V redlném oboru uvazZujme soustavu rovnic

4 .2 13
x+y :<a+—>,
a

1\3
x4—y2:<a——>
a

s nenulovym redalnym parametrem a.
a) Najdéte vsechny hodnoty a, pro které md uvedend soustava TeSend.
b) Dokazte, Ze pro libovolné Feseni (x,y) této soustavy plati x> + |y| = 4. Kdy
v této nerovnosti nastane rovnost? (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Pro které hodnoty readlného parametru a mé soustava rovnic

22 442 = a,
227 4+ y* = a?

feSeni v oboru redlnych cisel?
N2. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

T +y—z=2a,
r—y+z=20b
—x+vy+z=2c.

s realnymi parametry a, b, ¢
N3. Pro nezaporna redlna cisla a, b plati tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geo-
metrickym pramérem (AG-nerovnost)

\/%ga‘;.

Dokazte. Kdy nastane rovnost?
N4. Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b, ¢, d plati

(ab+cd)<$ + bi> = 4.

D1. Pro libovoln4 ¢isla a, b z intervalu (1, +00) plati nerovnost
(@ +1D)(B*+1) = (a—1)*0b-1)* 2 4.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

DS.

Najdéte vsechna realna ¢isla = a y, pro néz vyraz 2z2 + y? — 2zy + 2z + 4
nabyva své nejmensi hodnoty.
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
Vab < <
W=""5arn) T 2

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost.
Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu

322 — 122y + y*,

ve kterém z a y jsou libovolna celéd nezaporné cisla.
Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

Vea2t_—°2
T o

kde z je libovolné redlné ¢islo. Pro ktera x vyraz V této hodnoty nabyva?
Urcete vSechny dvojice (x,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

(m+y)<1 +1> = <£+g)2.

Ey Yy

Urcete vSechna realnd cisla p takova, ze pro libovolnéd kladné cisla x, y plati
nerovnost 3 3
z° +
T IO >4
r+vy

Najdéte vSsechny mozné hodnoty souctu x + y, kde redlnd cisla x, y spliuji
rovnost 23 + 3% = 3zy.

. Prirozené c¢islo n ma aspon 73 dvoymistnych délitelu. Dokazte, Ze jednim z nich je
¢islo 60. Uvedte rovnéZ priklad c¢isla n, které md prdavé 73 dvojmistnych déliteli,
véetné nalezitého zdivodnénd. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNuUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.
N4.
N5.
D1.
D2.

D3.

Prirozené ¢islo n neni délitelné sedmi. Ukazte, Zze mé nejvyse 85 déliteltt mensich
nez 100.

Najdéte prirozené cislo n, které neni délitelné sedmi a mé pravé 85 déliteli
mensich nez 100.

Kolik dvojmistnych délitelt mé &islo 202020197

Kolik dvojmistnych déliteld ma ¢islo 22 - 33 - 4% .55 .65 . 772

Kolik dvojmistnych délitelt ma ¢islo 50! =50-49-48-...-2-17

Kolik dvojmistnych déliteltt méa ¢islo 20!7

Najdéte vSechna pfirozena cisla n, pro néz ma n! vice dvojmistnych deéliteli
nez (n — 1)L

Existuje prirozené ¢islo n, ze n! je délitelny pravé polovinou ze vSech dvojmist-
nych ¢isel?



D4. Najdéte nejmensi prirozené cislo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina troj-
mistnych po dvou nesoudélnych c¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.

D5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soucet zad-
nych dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. Vysvétlete, pro¢ zvoleny
vybér ma pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu cisel nevy-

hovuje.

D6. Urcete nejmensi prirozené ¢islo k s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych k rtiz-
nych ¢isel z mnoziny {1,2,...,1999}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet
je 2000.

D7. Urcete nejmensi prirozené ¢islo k s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych k rtiz-
nych ¢isel z mnoziny {1,2,...,2000}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet

nebo rozdil je 667.

D8. Najdéte vsechna prirozené cisla, ktera maji stejny pocet sudych i lichych déli-
teld.

D9. Souéin vsech kladnych délitelti pfirozeného éisla n je 20'°. Uréete n.

. Necht AC je prumér kruznice opsané tétivovému ctyrihelniku ABCD. Predpokld-
dejme, Ze na poloprimkdch opacniych k poloprimkim AD a DC ezistuji po Tadé
body A" # A a C' # D takové, Ze plati |AB| = |A'B| a |BC| = |BC'|. Dokazte
turzeni:
a) Body A’, B, C' a D leZi na téZe kruznici k.
b) Je-li O stred kruznice k a Oy, O¢ jsou po Tadé stredy kruznic opsangch troj-
thelnikim AA'B, CC'B, pak plati OO, L OO¢. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomente si Thaletovu vétu a obecnéjsi poznatek o obvodovych a stfedovych
thlech v dané kruznici.

N2. Ctyti rtizné body A, B, C, D lezi na jedné kruznici. Dokazte, ze osy tsecek
AB, AC, AD, BC, BD, CD prochézeji tymz bodem.

N3. Necht M je vnitini bod zékladny BC rovnoramenného trojiuhelniku ABC'. Na
jeho rameni AB lezi bod D tak, ze |M B| = |M D|. Dokazte, Ze body A, C, M,
D lezi na jedné kruznici.

D1. Necht ABCD je konvexni ¢tyftahelnik, v némz AD | BD. Ozna¢me M pru-
seCik jeho tuhlopficek a sestrojme kolmy primét P bodu M na pfimku AB
a kolmy primét ) bodu B na ptimku AC. Dokazte, ze bod M je stfedem
kruznice vepsané trojuhelniku PQD.

D2. Je dana kruznice k a jeji primér AB. Uvnitt tsecky AB zvolime libovolny
bod C a pak na kruznicik vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD)|.
Osa thlu ABD protne kruznici k v bodé E (rtzném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC a C'BD jsou podobné.

D3. Je dana kruznice k se sttedem S a tétivou AB, ktera neni jejim primérem. Na
polopfimce opac¢né k polopfimce BA je vybran libovolny bod K ruzny od B.
Dokazte, ze kruznice opsana trojuhelniku AKS protne kruznici k v takovém
bodé C, ktery je soumérné sdruzeny s bodem B podle pfimky SK.

D4. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu A a Dy,
D5 obrazy bodu D v osovych soumérnostech po fadé podle primek AB, AC.
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D5.

D6.

D7.

D8.

D9.

Déle oznatme E; a E5 body na pfimce BC' takové, ze D1E; || AB a DyFs ||

| AC. Dokazte, ze body D;, D2, E1, F5 leZi na téze kruznici, jejiz stied lezi

na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

Necht V' je prusecik vysek ostrouhlého trojuhelniku ABC. Pfimka C'V je spo-

le¢nou tec¢nou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V a pritom kazda

z nich prochazi jednim z vrcholtt A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC

a BC ozna¢me P a Q). Q # B). Dokazte, ze poloptimka V' C' je osou thlu PV Q

a ze body A, B, P, QQ lezi na jedné kruznici.

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym

thlem pfi vrcholu A. Ozna¢me k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako

prameérem a ko kruznici prochézejici vrcholy B, C' a dotykajici se ptimky AB.

Maji-li kruznice k1, ko vnéjsi dotyk v bodé P, je piimka BC' te¢nou kruznice

opsané trojuhelniku C'DP. Dokazte.

V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz tuhlopricka BD je kolmé ke

strané AD. Oznac¢me M (M # A) pruse¢ik piimky AC' s kruznici o primé-

ru AD. Dokazte, ze osa tisecky BM prochazi stfedem strany CD.

Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojihelniku ABC.

Pfimka C'K protind kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé L (L # C).

Oznacme k; kruznici opsanou trojuhelniku AK L a ko kruznici opsanou troj-

thelniku BK L.

a) Dokazte, Ze pfimka AC je teCna kruZnice ki, pravé kdyz piimka BC' je
tecna kruznice ks.
b) Predpokladejme, ze pfimka AC' je se¢na kruznice ky. Necht P (P # A)

je pruse¢ik piimky AC' s kruznici k; a @ (Q # B) prusecik piimky BC
s kruznici k,. Dokazte, ze bod K lezi na tsecce PQ).

Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K, L po

fadé dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze bod B je vnitinim

bodem trojihelniku AK L. Na kruznicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak,

aby bod A byl vnitinim bodem tsec¢ky M N. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik K LM N je

tétivovy, pravé kdyz piimka M N je te¢nou kruznice opsané trojiuhelniku AK L.

. Necht p, q jsou dand nesoudélnd prirozend c¢isla. DokaZte, Ze pokud md rovnice

pr® —(p+q)xz+p=0

celociselny koren, potom ma celociselny koren i rovnice

pr’ +qr+p*—q=0.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Dokazte, ze pokud a, b a ¢ jsou kladna redlna cisla, pak je kladny i kazdy koten
kvadratické rovnice ax? — bx + ¢ = 0.

Dokazte, ze méa-li rovnice az? + bz 4 ¢ = 0 celoéiselné koeficienty a, b a ¢, pak
kazdy jeji kofen, ktery je také celym cislem, musi byt délitelem c¢isla c.

Necht pfirozené ¢islo a je délitelem pfirozeného ¢isla b a soucasné ¢islo b je
délitelem a. Potom a = b. Dokazte.

Prirozena ¢isla a a b jsou nesoudélna, stejné jako prirozena cisla c a d. Dokazte,
ze z rovnosti ac = bd pak plyne a =d a b= c.

4



Nb.
NG6.

NT7.
D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, Ze jsou-li ¢isla a, b nesoudélna, plati totéz i o ¢islech a, a + b.

Necht a je pfirozené ¢islo, uréete vSechny mozné nejvétsi spoleéné délitele Gisel
a a a’®+ 4.

Necht p je pfirozené ¢islo. Najdéte kofeny rovnice pz?+ (p? —p+1)z+p—1 = 0.
Najdéte vsechna trojmistna ¢isla n, jejichz druhd mocnina kon¢i stejnym troj-
¢islim jako druha mocnina ¢isla 3n — 2.

Najdéte vsechny dvojice (a,b) celych éisel, jez vyhovuji rovnici

a? + Tab + 6b* + 5a + 4b + 3 = 0.

Najdéte vSechna FeSeni rovnice xyz = 3(x + y + 2) v oboru celych kladnych
¢isel. Reseni, ktera se lisi jen pofadim, nepovazujeme za rtizna.

Kolik existuje celych kladnych ¢isel x < 2002000 takovych, Ze ¢islo 2002 000
deéli é&islo 22 — x?

Cislo 2n* 4+ n3 + 50 je délitelné Sesti pravé pro ta pfirozend ¢isla n, pro kterd
je Cislo 2 - 4™ + 3™ + 50 délitelné trinacti. Dokazte.

. Jsou ddny kruznice a(A;ry), b(B; 1), které se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spolecnd
unéjsi tecna se dotykd kruznice a v bodé T, a kruznice b v bodé Ty,. Pomoci ry, Tp
vyjadrete pomér poloméri kruznic k., ky opsanych po tadé trojuhelnikum T, AT,
T,BT. (Sarka Gergelitsova)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Necht V,, a V}, jsou paty vysek trojihelniku ABC po fadé z vrcholi Aa BaV
je prusecik jeho vysek. a) Dokazte, ze body A, B, V,, V} lezi na téze kruznici.
b) Dokazte, ze body V, V,, C, V; leZi na téze kruznici.

Pripomente si znéni Eukleidovych vét o vysce a odvésné pravouhlého trojihel-
niku.

Kruznice kj, lezi vné kruznice k, a je s ni disjunktni. Necht jejich vnéjsi spolecné
tecny T, Ty a TaTp (Ty,Ta € ko, Ty, Tp € ky, Ty # T4 a Ty # Tpg) protinaji
jejich spole¢nou vnitini te¢nu V,V;, (V, € kq, Vi, € k) po fadé v bodech A a B.
Dokazte, ze |T,Ty| = |TaTs| = |AB].

Pravothlému trojihelniku ABC' s pfeponou AB je opsana kruznice. Paty kol-
mic z bodi A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C ozna¢me D, E. Vyjadiete
délku tsecky DFE pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC.

Pravothlému trojihelniku ABC' s preponou AB a obsahem S je opsana kruz-
nice. Tecna k této kruznici v bodé C' protina te¢ny vedené body A a B v bodech
D a E.Vyjadiete délku tsecky DFE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S.
Necht k je polokruznice sestrojend nad primérem AB, kterd lezi ve ¢tverci
ABCD. Uvazujme jeji te¢nu t; z bodu C' (rtznou od BC) a oznac¢me P jeji
prisecik se stranou AD. Necht ¢, je spole¢nd vnégjsi te¢na polokruznice k a kruz-
nice vepsané trojuhelniku C'DP (rizna od AD). Dokazte, ze piimky ¢, a to
jsou navzajem kolmé.

Kruznice k(S;r) a I(O; R) se vné dotykaji v bodé T. Jejich spolecna te¢na
v bodé T protina jejich vnéjsi spolecnou teénu v bodé M. Dokazte, ze troj-
thelnik SOM je pravouhly, a vyjadiete jeho obsah pomoci polomeéri r a R
danych kruznic.



D5.

D6.

V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F'. Tecna
ke kruznici [ sestrojend v bodé E protina kruznici k v bodé H (H # E). Na
oblouku FH kruznice k, ktery neobsahuje bod F', zvolme bod C (F # C #
# H) a prusecik pfimky CE s kruznici | ozna¢me D (D # E). Dokazte, zZe
trojuhelniky DEF a CHF jsou podobné.

Kruznice k se stfedem S je opsana pravidelnému Sestithelniku ABCDEF.
Tecna v bodé A ke kruznici k protne pfimku SB v bodé K a te¢na v bodé
B protne primku SC v bodé L. Dokazte, ze ¢tytuhelniku K LCB lze opsat
kruznici, ktera je shodna s kruznici k.

. Figurka strelce ohroZuje na Sachovnici libovolné pole diagonaly, na niz strelec stoji.
Pokud ovsem na nekterém poli diagonaly stoji véz, strelec uz pole za ni neohroZuje.
Urcete nejvetsi mozny pocet strelci, které muzZeme spolu se ctyrmi véZemi umistit
na Sachovnici 8 X 8 tak, aby se strelci navzdjem neohroZovali. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Jaky nejvetsi pocet stielcii 1ze umistit na bila pole Sachovnice 8 x 8 tak, aby
se navzajem neohrozovali?
Urcete nejvetsi pocet strelci, které mizeme umistit na bilou hlavni diagonalu
Sachovnice 8 x 8 spolu se dvéma vézemi tak, aby se navzajem neohrozovali ve
smyslu zadani soutézni ulohy.
Urcete nejvetsi pocet krald, které mtizeme umistit na sachovnici 8 x 8 tak, aby
se navzajem neohrozovali.
Urcete nejvetsi pocet krald, které miizeme umistit na sachovnici 9 x 9 tak, aby
se navzajem neohrozovali.
Najdéte nejveétsi prirozené ¢islo k, pro které lze na Sachovnici 8 x 8 rozmistit
k vézi a k + 14 navzajem se neohrozujicich strelct.
Kazdy vrchol pravidelného devatenactitthelniku je obarven jednou ze Sesti ba-
rev. Vysvétlete, proc stejnou barvu maji vSechny vrcholy né€kterého tupothlého
trojuhelniku.
Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachéazi se na ni jedna lod 2 x 3. MUzeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra kon¢i. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které potrebujeme, abychom
jisté lod zaséhli.
Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyf poli desky je vytvorena jedna lod
tvaru L-tetromina. Muzeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod
zasdhneme, hra konci.

a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu zasahu

lodé.

b) Zduavodnéte, Ze sedm otazek obecné takovou jistotu nedava.
Na néekteré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figurku kralevice. Ta miize
v jednom tahu poskocit budto ve svislém, nebo ve vodorovném sméru. Délka
tohoto skoku je stridavé jedno ¢i dvé policka, pricemz skokem na sousedni pole
figurka zacina. Rozhodnéte, zda lze zvolit vychozi pozici figurky tak, aby po
vhodné posloupnosti 35 skoki navstivila kazdé pole Ssachovnice pravé jednou.
Pole tabulky n x n, kde n = 3, jsou stiidavé ¢ernd a bila jako na obycejné
Sachovnici, pficemz pole v levém hornim rohu je ¢erné. Bila pole budeme barvit
nacerno nasledujicim postupem. V jednom kroku vybereme libovolny obdélnik
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2 x 3 nebo 3 x 2, ve kterém jsou jesté tii bila pole, a tato t¥i pole zacernime.
Pro ktera n mizeme po uréitém poctu kroki zacernit celou tabulku?

D7. Zjistéte nejmensi piirozend ¢isla k, pro néz plati jednotliva tvrzeni a), b) a c):
Obsadime-li figurkami libovolnych k& poli Ssachovnice 8 x 8, pak budou obsa-
zena néktera a) tfi sousedni pole nékterého fadku, b) tfi sousedni pole nékteré
§ikmé fady, ¢) ¢ty¥i sousedni pole nékterého fddku nebo sloupce. Sikmou fadou
rozumime takovou skupinu poli, jejichz thlopticky jednoho z obou smért lezi
na jedné a téze primce.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici alohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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Va4

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii B s rfesenimi

1. V redlném oboru uvaZujme soustavu rovnic

1\3
ot +y? = <a+—>,
a

1\3
x4—y2:<a——>
a

s nenulovym redlnym parametrem a.
a) Najdéte vSechny hodnoty a, pro které md uvedend soustava Tesent.
b) Dokazte, Ze pro libovolné veseni (z,y) této soustavy plati 2 + |y| = 4. Kdy

v této nerovnosti nastane rovnost? (Jan Mazak)

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pro které hodnoty realného parametru a ma soustava rovnic

22+ =a,
222 + 42 = a2
feSeni v oboru realnych ¢&isel? [Resime jako linearni soustavu rovnic s nezna-
mymi 22, 2, dostaneme 22 = a® —a = a(a — 1), y*> = 2a — a®> = a(2 — a).
Z x> 2 0 dostaneme a € R\ (0;1), z > = 0 mame a € (0;2), ob&é podminky
spliji a € {0} U (1;2).]
V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

T +y—z=2a,
x—1y+z=20b,
—x+y+z=2c

s redlnymi parametry a, b, c [t =a+b,y=a+c¢, z=b+c]
Pro nezaporna realna cisla a, b plati tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem (AG-nerovnost)

mg;b.

Dokazte. Kdy nastane rovnost? [Nerovnost upravime na (\/5 — \/5)2 > 0, kterd
zfejmé plati. Rovnost nastane jen v pfipadé a = b.]
Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b, ¢, d plati

(ab+cd)<$ + %) > 4.

[Roznésobime vyraz na levé strané a vyuzijeme nerovnost x+1/x = 2 (platnou
Vx > 0) pro z = a/d a pro z = b/c.]
Pro libovolné ¢isla a, b z intervalu (1, 400) plati nerovnost

(@ + 1)+ 1) = (a—1)2(b—1)% > 4.
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Ds.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [F9—C 2|
Najdéte vSechna redlna é&isla z a y, pro néz vyraz 2z2 + y? — 2zy + 2z + 4
nabyva své nejmensi hodnoty. [65—C—1-3, ¢ast a)]

Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

2(a®> +3ab+b%) _a+b
vVab < <
b=y = 2

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy pfechazi v rovnost. [59 )
Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu

322 — 122y + y*,

ve kterém x a y jsou libovolna celd nezaporna ¢isla. [65—C—1T-]]]
Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

V=a’+_——,
S s

kde x je libovolné realné cislo. Pro ktera x vyraz V této hodnoty nabyva?
(A B I

Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

(a:+y)<1 +1) > <£+£>2.

B3 B 17

Urcete vSechna realna cisla p takova, ze pro libovolna kladna ¢isla x, y plati
nerovnost

3 3
x
AP .
r+vy
[FO-B—I1]]
Najdéte vsechny mozné hodnoty souctu = + y, kde redlna cisla x, y spliuji

rovnost x2 + y3 = 3zy. [(8-B-1-6]

. Prirozené ¢islo n ma asporn 73 dvojmistnych délitelu. Dokazte, Ze jednim z nich je
¢islo 60. Uvedte rovnéz priklad éisla m, které md prdveé 73 dvojmistniych déliteli,
véetné ndlezitého zdiuvodneéni. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Prirozené ¢islo n neni délitelné sedmi. Ukazte, Ze mé nejvyse 85 déliteltt mensich
nez 100. [Cislo n jisté neni délitelné 14 &sly z mnoziny {7,14,21,28,...,98},
tedy pocet jeho déliteltt mensich nez 100 je nejvyse 99 — 14 = 85.]

Najdéte prirozené cislo n, které neni délitelné sedmi a ma prave 85 délitela
mensich nez 100. [Za n stad¢i vzit soucin vSech ¢isel mensich nez 100, jez nejsou
nasobky sedmi.]

Kolik dvojmistnych déliteldt ma ¢islo 20202°1°? [Protoze 2020 = 22 - 5 - 101,
dvojmistni délitelé ¢isla 2020%°'? budou pravé ti, kteii maji v prvoéiselném
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N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Ds.

rozkladu pouze dvojky a pétky. Jsou to ¢isla (usporadana nejdfive podle moc-
nin ¢isla 5 a potom podle mocnin éisla 2, které je déli)

24 =16, 2°=32, 26=64, 5.-2=10, 5-2%=20,
5.23 =40, 5-2*=80, 5%2=25 5%.2=50,

kterych je pravé 9.]

Kolik dvojmistnych délitelt mé ¢islo 22 - 33 - 4% . 5% . 66 . 772 [Téch je 36. To
zjistime budto pfimo jejich vypsanim (10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27,
28, 30, 32, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 49, 50, 54, 56, 60, 63, 64, 70, 72, 75, 80, 81, 84,
90, 96, 98), nebo zjisténim nad seznamem vsech 21 dvojmistnych prvoéisel 11,
13, ..., 97, ze maji dohromady 54 dvojmistnych nasobki, totiz jednotlivé po
fadé 9, 7, 5 (dvakrat), 4, 3 (dvakrat), 2 (¢tyfikrat) a 1 (desetkrat) — hledany
pocet je tedy 90 — 54 = 36.]

Kolik dvojmistnych déliteli ma ¢islo 50! = 50 -49 - 48 - ... -2 - 17 [Na rozdil
od predchazejici tlohy je snazsi spocitat cisla, ktera déliteli nejsou. Jsou to
vSechna prvocisla vétsi nez 50, téch je 10. Pocet vSech dvojmistnych délitelti
tak je 80. Je potfeba si rozmyslet, Ze prvocisla mensi nez 50 jsou obsazena
v Cisle 50! v dostatecné mocniné.]

Kolik dvojmistnych déliteldt mé ¢islo 2017 [Stacéi vyloudit prvocisla vétsi nez
20 a jejich nasobky, téch je 28. Pocet vSech dvojmistnych délitelti tak je 62.
Je potfeba si rozmyslet, Ze prvocisla mensi nez 20 jsou obsazena v cisle 20!
v dostatecné mocniné.]

Najdéte vSechna prirozena ¢isla n, pro néz ma n! vice dvojmistnych délitelt
nez (n—1)!. [Jisté jsou to vSechna prvodéisla do sta, ktera jsou vétsi nez 3, a pak
¢isla, kde n! obsahuje vy$$i mocninu néjakého prvoéisla nez (n — 1)! takovou,
Ze tato mocnina je mensi nez sto, tj. pro p =7 je ton = 14, pro p = 5 n = 10,
prop=3n==6,9aprop=2n=4,6,8, tj. jsou to vsechna prvocisla od 5 do
97 a navic 4,6,8,9, 10, 14.]

Existuje prirozené ¢islo n, ze n! je délitelny pravé polovinou ze vSech dvojmist-
nych ¢isel? [Je tfeba brat prvocisla mensi nez sto od nejvétsiho a divat se, kolik
jeho nasobkti je mensich nez 100. Ukaze se, ze 12! m4a 43 dvojmistnych délitelt
a 13! ma 50 dvojmistnych déliteld, tj. 45 dvojmistnych déliteltt nemé zadné n!.]
Najdéte nejmensi prirozené cislo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina troj-
mistnych po dvou nesoudélnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.

[F6—B ]|

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soucet zad-
nych dvou vybranych c¢isel nebyl nadsobkem jedenacti. Vysvétlete, pro¢ zvoleny
vybér mé pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu cisel nevy-

hovuje. [p8—C-I-5|
Urcete nejmensi ptirozené ¢islo k£ s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych k rtiz-
nych ¢isel z mnoziny {1,2,...,1999}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet

je 2000. [F9-C—S]

Urcete nejmensi prirozené ¢islo k£ s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych £ rtz-
nych ¢isel z mnoziny {1,2,...,2000}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet
nebo rozdil je 667. [A9-A—S]

Najdéte vSechna prirozena cisla, ktera maji stejny pocet sudjch i lichych déli-
telt. [Jsou to ¢isla tvaru 21, kde [ je liché ¢islo. Kazdé hledané ¢islo musi sudé —
tehdy ovSsem predpis d — 2d urcuje injektivni zobrazeni mnoziny vSech jeho
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lichych déliteld do mnoziny vSech jeho sudych délitelid, tudiz toto zobrazeni
musi byt podle zadani i surjektivni, a proto je hledané cislo tvaru 2/, kde [ je
jeho nejvétsi lichy délitel.]

D9. Soucin vSech kladnych délitelt prirozeného &isla n je 20*°. Uréete n. [54—B—11—1)|

. Necht AC' je prumeér kruznice opsané tétivovému ctyiihelniku ABCD. Predpokla-
dejme, Ze ma poloprimkdch opacnych k poloprimkdm AD a DC existuji po radé
body A’ # A a C'" # D takové, Ze plati |AB| = |A’B| a |BC| = |BC’|. Dokazte
turzeni:
a) Body A’, B, C' a D lezi na téze kruznici k.
b) Je-li O stred kruznice k a O, O¢ jsou po Tadé stredy kruinic opsanych troj-
thelnikim AA'B, CC'B, pak plati OO 4 L OO¢. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomente si Thaletovu vétu a obecnéjsi poznatek o obvodovych a stiedovych
thlech v dané kruznici.

N2. Ctyii rtizné body A, B, C, D lezi na jedné kruznici. Dokazte, Ze osy usecek
AB, AC, AD, BC, BD, CD prochazeji tymz bodem. [Je to stfed kruznice
prochézejici body A, B, C, D]

N3. Necht M je vnitini bod zdkladny BC rovnoramenného trojihelniku ABC. Na
jeho rameni AB lezi bod D tak, ze |M B| = |M D|. Dokazte, ze body A, C, M,
D lezi na jedné kruznici. [Z rovnoramennych trojuhelniki ABC a M BD plyne
postupné shodnost thla ACM, ACB, CBA, MBD a M DB, posledni z nich
je vSak vedlejsi thel k tthlu AD M, takze soucet hld u protilehlych vrcholia C'
a D ¢&tyttuhelniku ADMC je roven 180°.]

D1. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, v némz AD 1 BD. Ozna¢me M pru-
se¢ik jeho uhlopricek a sestrojme kolmy pramét P bodu M na pfimku AB
a kolmy primét ) bodu B na primku AC. Dokazte, ze bod M je stfedem
kruznice vepsané trojuhelniku PQD. [68-B—1-7

D2. Je dana kruznice k a jeji primér AB. Uvniti tsecky AB zvolime libovolny
bod C a pak na kruznicik vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Osa thlu ABD protne kruznici k v bodé E (rtizném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC a CBD jsou podobné. [68-B—S—3]

D3. Je dana kruznice k se stiedem S a tétivou AB, ktera neni jejim primérem. Na
poloprimce opacné k polopiimce BA je vybran libovolny bod K riizny od B.
Dokazte, ze kruznice opsana trojuihelniku AKS protne kruznici k v takovém
bodé C, ktery je soumérné sdruzeny s bodem B podle piimky SK. [68—B-11-3J|

D4. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC'. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu A a Dy,
Dy obrazy bodu D v osovych soumérnostech po fadé podle primek AB, AC.
Daéle ozna¢me E; a Es body na pfimce BC takové, ze D1 E; | AB a DoEs ||
|| AC. Dokazte, ze body Di, Ds, E71, F5 lezi na téze kruznici, jejiz stied lezi
na kruznici opsané trojihelniku ABC. [p8—A-1-7]

D5. Necht V je prusecik vysek ostrotthlého trojihelniku ABC. Piimka CV je spo-
le¢nou tecnou kruznic £ a [, které se vné dotykaji v bodé V a pritom kazda
z nich prochézi jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC
a BC ozna¢me P a . Q # B). Dokazte, ze polopfimka V' C' je osou thlu PV Q
a ze body A, B, P, @ lezi na jedné kruznici. [62-B—1-]]

D6. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym
uhlem pii vrcholu A. Oznac¢me ki kruznici sestrojenou nad stranou AD jako
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D7.

D8.

D9.

primeérem a ko kruznici prochézejici vrcholy B, C' a dotykajici se pfimky AB.

Mayji-li kruznice k1, ko vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC' te¢nou kruznice

opsané trojuhelniku C DP. Dokazte. [52-B q]

V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz tuhlopticka BD je kolmé ke

strané AD. Ozna¢me M (M # A) prusecik pfimky AC s kruznici o primeé-

ru AD. Dokazte, ze osa usecky BM prochazi stfedem strany C'D. [F7—B—11-3|

Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojuhelniku ABC.

Pfimka C'K protina kruznici opsanou trojuhelniku ABC' v bodé L (L # C).

Ozna¢me k; kruznici opsanou trojihelniku AKL a ko kruznici opsanou troj-

thelniku BK L.

a) Dokazte, ze pfimka AC je te¢na kruznice ki, pravé kdyz piimka BC je
tec¢na kruznice ks.
b) Predpokladejme, ze pfimka AC je seéna kruznice ki. Necht P (P # A)

je prisecik pfimky AC s kruznici k1 a Q (Q # B) prusecik pfimky BC
s kruznici ky. Dokazte, ze bod K lezi na tsecce PQ. [b3-A-T1-3]

Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Oznacme K, L po

fadé dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze bod B je vnitfnim

bodem trojuhelniku AK L. Na kruznicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak,

aby bod A byl vnitinim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ¢tyithelnik K LM N je

tétivovy, praveé kdyz primka M N je te¢nou kruznice opsané trojuhelniku AK L.

[E0-A-1-3]

. Necht p, q jsou dand nesoudélnd prirozend c¢isla. Dokazte, Ze pokud md rovnice

pr* —(p+qz+p=0

celociselny koren, potom ma celociselny koren i rovnice

pr? +qr +p* —q=0.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

N6.

Dokazte, ze pokud a, b a ¢ jsou kladna realné cisla, pak je kladny i kazdy kofen
kvadratické rovnice az? — bx + ¢ = 0. [Leva strana rovnice je kladna pro kazdé
z = 0]

Dokazte, Ze mé-li rovnice ax? 4 bx + ¢ = 0 celoéiselné koeficienty a, b a ¢, pak
kazdy jeji kofen, ktery je také celym ¢islem, musi byt délitelem ¢isla c. [Plyne
to z Gpravy rovnice do tvaru ¢ = —x(ax + b).]

Necht prirozené ¢islo a je délitelem prirozeného ¢isla b a soucasné ¢islo b je
délitelem a. Potom a = b. Dokazte. [Plati a < bib < a.]

Prirozena ¢isla a a b jsou nesoudélna, stejné jako prirozena ¢isla c a d. Dokazte,
ze z rovnosti ac = bd pak plyne a = d a b = c. [Uvazte, kdy z = | yz plyne
Dokazte, ze jsou-li ¢isla a, b nesoudélnd, plati totéz i o ¢&islech a, a + b. [Kazdy
spole¢ny délitel ¢isel a, a + b déli i ¢islo (a +b) —a =b/]

Necht a je pfirozené ¢islo, urcete vSechny mozné nejvétsi spolecné délitele ¢isel
a a a® + 4. [Necht d je nejvétsi spole¢ny délitel obou ¢isel, potom d déli &islo
(a® +4) — a-a = 4. Nejvetsi spolecny délitel obou &fsel tak miize byt 1, 2 nebo
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N7.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

4. Prvni moznost nastane pro a licha, druha pro a délitelnd dvéma a ne ¢tyrmi,
tfeti pro a délitelna ¢tyfmi.|

Necht p je pfirozené &islo. Najdéte kofeny rovnice px?+ (p?> —p+1)z+p—1 = 0.
[z1 = —1/p, x2 =1 —p]

Najdéte vSechna trojmistna ¢isla n, jejichz druhd mocnina konci stejnym troj-
¢islim jako druhd mocnina éisla 3n — 2. [b0-B—S—1]

Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych ¢isel, jez vyhovuji rovnici

a® + Tab + 6b% + 5a + 4b+ 3 = 0.

F6 BT

Najdéte vSechna FeSeni rovnice zyz = 3(x + y + 2z) v oboru celych kladnjch
¢isel. ReSeni, kterd se lisi jen pofadim, nepovazujeme za rtizna. [36-B-11-3b]
Kolik existuje celych kladnych ¢isel < 2002000 takovych, Ze ¢islo 2002 000
déli éislo 23 — 27 [41-B-1-6]

Cislo 2n* 4+ n? + 50 je délitelné Sesti pravé pro ta pfirozend éisla n, pro ktera
je ¢islo 2 - 4™ + 3™ + 50 délitelné tfinacti. Dokazte. [45-B-1-4]

. Jsou ddny kruznice a(A;r,), b(B; 1), které se vné dotykaji v bodé T. Jejich spolecnd
vnéjsi tecna se dotykd kruznice a v bodé T, a kruznice b v bodé Ty. Pomoci rq, 14
vyjddrete pomer poloméru kruznic k., ky opsanych po tadé trojuhelnikium T,AT,
T,BT. (Sarka Gergelitsova)

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Necht V, a V, jsou paty vysek trojuhelniku ABC po fadé z vrcholi A a BaV
je prusecik jeho vysek. a) Dokazte, ze body A, B, V,, V, lezi na téze kruznici.
b) Dokazte, ze body V, V,, C, V, lezi na téze kruznici. [a) Podle Thaletovy
véty je to kruznice s prumérem AB. b) Podle Thaletovy véty je to kruznice
s prumérem C'V.]

Pripomente si znéni Eukleidovych vét o vysce a odvésné pravoihlého trojuhel-
niku.

Kruznice ky, lezi vné kruznice k, a je s ni disjunktni. Necht jejich vnéjsi spoleéné
tecny T, T, a TATp (Ta,TA € kg, Ty, T € ky, T, 7é Ty aTy 75 TB) protinaji
jejich spoleénou vnitini teénu V,Vj, (V, € k4, V4 € k) po fadé v bodech A
a B. Dokazte, ze |1,1p| = |TaTp| = |AB|. [Prvni rovnost plyne ze soumér-
nosti podle piimky prochéazeji sttedy obou kruznic. Dale ze soumérnosti plati
T A| = |VLA|, |ThA| = |VLA|, [TaB| = |VoB|, |TsB| = |V, B|. Se¢tenim téchto
rovnic dostaneme |7, A|+|T, A|+|TaB|+|TsB| = |Va A|+| Vo A|+|Va B+ |V, B|.
Na levé strané rovnice je soucet (stejnych) délek |T,Ty| a |T4Tg|, na pravé
dvojnéasobek |AB|, odtud tak plyne druhd dokazovana rovnost.]

Pravouhlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB je opsana kruznice. Paty kol-
mic z bodi A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C' ozna¢me D, E. Vyjadiete
délku tsecky DFE pomoci délek odvésen trojihelniku ABC. [68—C-1-7]
Pravothlému trojihelniku ABC' s pfeponou AB a obsahem S je opsana kruz-
nice. Te¢na k této kruznici v bodé C' protind tecny vedené body A a B v bo-
dech D a E.Vyjadrete délku tsecky DFE pomoci délky c prepony a obsahu S.
B8—C q]

Necht k je polokruznice sestrojend nad prumeérem AB, kterd lezi ve Gtverci
ABCD. Uvazujme jeji teénu t; z bodu C (riznou od BC) a oznacme P jeji
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D4.

D5.

D6.

prusecik se stranou AD. Necht 5 je spole¢nd vnéjsi te¢na polokruznice k a kruz-
nice vepsané trojihelniku CDP (ruznd od AD). Dokazte, ze pfimky ¢; a to
jsou navzajem kolmé. [F1I-B—1-3]

Kruznice k(S;r) a I[(O; R) se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spoleénéd tecna
v bodé T protind jejich vnéjsi spolecnou tecnu v bodé M. Dokazte, ze troj-
thelnik SOM je pravouhly, a vyjadiete jeho obsah pomoci poloméra r a R
danych kruznic. [F0-C—11-7]

V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F. Te¢na
ke kruznici [ sestrojend v bodé E protind kruznici k£ v bodé H (H # E). Na
oblouku EH kruznice k, ktery neobsahuje bod F', zvolme bod C (E # C #
# H) a pruseCik pfimky C'E s kruznici [ oznacme D (D # E). Dokazte, ze
trojuhelniky DEF a CHF jsou podobné. [66-B-I1-3]

Kruznice k£ se stfedem S je opsana pravidelnému Sestitthelniku ABCDEF'.
Tecna v bodé A ke kruznici k protne pfimku SB v bodé K a tecna v bodé
B protne pifimku SC v bodé L. Dokazte, ze ¢tyfuhelniku K LCB lze opsat
kruznici, kterad je shodnd s kruznici k. [6—C—S—7]

. Figurka strelce ohrozZuje na sachovnici libovolné pole diagondly, na niz strelec stoyi.
Pokud ovsem na nékterém poli diagonaly stoji vez, strelec uz pole za ni neohroZuje.
Urcete nejvetsi mozny pocet strelci, kterée muzZeme spolu se ctyrmi véZemi umistit
na Sachovnici 8 x 8 tak, aby se strelci navzajem neohroZovali. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Jaky nejvetsi pocet stielcii 1ze umistit na bild pole Sachovnice 8 x 8 tak, aby se
navzajem neohrozovali? [Sedm. Na Sachovnici uvazujme diagonaly rovnobézné
s bilou hlavni diagonalou. Véetné ji je jich prave 7. Na kazdou mtizeme umistit
nejvyse jednoho strelce. Protoze kazdé bilé pole lezi na nékteré z téchto diago-
nal, mizeme tak na Sachovnici umistit nejvyse 7 stielci. Vyhovujici umisténi
7 stfelcit muzeme vybrat naptiklad tak, ze budou v poctech 4 a 3 v krajnich
sloupcich Sachovnice.]

Urcete nejvétsi pocet stielcil, které mtizeme umistit na bilou hlavni diagonalu
Sachovnice 8 x 8 spolu se dvéma vézemi tak, aby se navzajem neohrozovali ve
smyslu zadani soutézni tlohy. [Dvé véze rozdéli diagonalu na nejvyse tii ¢asti.
Na kazdou muzeme umistit nejvyse jednoho stifelce. Proto je hledany pocet
stfelct nejvyse tii. A tyto tii stfelce uz umime umistit na Sachovnici spolu se
dvéma vézemi pozadovanym zpusobem, naptiklad stielce umistime na prvni,
tfeti a paté pole a véze na druhé a ¢tvrté pole diagondly.]

Urcete nejvétsi pocet krali, které miizeme umistit na Sachovnici 8 x 8 tak,
aby se navzijem neohroZovali. [Sachovnici rozdélime na 16 ¢tvercii 2 x 2, na
kazdy z nich mizeme umistit nejvyse jednoho krale, proto je krald nejvyse 16.
Sestnact kraléi uz na $achovnici umistit umime, napiiklad na ta pole, jejichz
obé soufadnice jsou liché.]

Urcete nejvetsi pocet kralt, které mizeme umistit na Sachovnici 9 x 9 tak, aby
se navzajem neohrozovali. [Pfiddme-li jeden ¥adek a jeden sloupec Sachovnice,
dostaneme Sachovnici 10 x 10, na kterou mizeme podle podobné tvahy jako
v Teseni N3 umistit nejvyse 25 kralt. A ty umime umistit, napriklad na pole,
jejichz obé soutadnice jsou liché.]
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Najdéte nejvétsi prirozené cislo k, pro které lze na Sachovnici 8 X 8 rozmistit
k vézi a k + 14 navzajem se neohrozujicich stielci. [k = 18. Celou Sachovnici
lze rozlozit na sedm bilych diagonal délek 2, 4, 6, 8, 6, 4, 2 a sedm cernych
diagonal téchze délek. Pokud se na libovolné z téchto
14 diagonal D nachézi kp vézi, je na ni nejvyse kp +1
navzajem se neohrozujicich sttfelcii. Podle zadani je
vSak celkovy pocet stielcii o 14 vétsi nez celkovy pocet
vézi, proto na kazdé uvazované diagonale D musi byt
pravé kp + 1 strelct. To je pro diagonaly D délek 2,
4, 6, 8 mozné, jen pokud odpovidajici kp neptrevysuje
po fadé hodnoty 0, 1, 2, 3. Proto pocet k vézi na celé
sachovnici nepfevysuje hodnotu 2(0+1+2+4+3+2+
+1+0) = 18. Hodnota k = 18 je pfitom mozn4, jak ukazuje piiklad rozmisténi
9 vézi a 94 7 = 16 stielct na bilych polich podle obrazku; rozmisténi stejnych
poctu vézi a stfelct na ¢ernych polich provedeme analogicky.|

Kazdy vrchol pravidelného devatenactitthelniku je obarven jednou ze Sesti ba-
rev. Vysvétlete, proc stejnou barvu maji vSechny vrcholy nékterého tupothlého
trojuhelniku. [62—C—S-73]

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachazi se na ni jedna lod 2 x 3. MtzZeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra kon¢i. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které potiebujeme, abychom
jisté lod zasahli. [8—B-1-]

Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyf poli desky je vytvorena jedna lod
tvaru L-tetromina. MuZeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod
zasahneme, hra kondi.

a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otazat, abychom méli jistotu zasahu

lodé.

b) Zduvodnéte, Ze sedm otézek obecné takovou jistotu nedava. [F8—B 2]
Na nékteré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figurku kralevice. Ta muze
v jednom tahu poskoc¢it budto ve svislém, nebo ve vodorovném sméru. Délka
tohoto skoku je stiidavé jedno ¢i dvé policka, pricemz skokem na sousedni pole
figurka zac¢ina. Rozhodnéte, zda lze zvolit vychozi pozici figurky tak, aby po
vhodné posloupnosti 35 skokti navstivila kazdé pole Ssachovnice pravé jednou.
[B5—ATIIq]

Pole tabulky n x n, kde n = 3, jsou stiidavé ¢ernd a bila jako na obycejné
Sachovnici, pficemz pole v levém hornim rohu je ¢erné. Bila pole budeme barvit
nacerno nasledujicim postupem. V jednom kroku vybereme libovolny obdélnik
2 x 3 nebo 3 x 2, ve kterém jsou jesté tii bila pole, a tato tii pole zacernime. Pro
kterd n miZeme po uréitém poctu kroku zacernit celou tabulku? [F7—A—T1-]]
Zjistéte nejmensi prirozend ¢isla k, pro néz plati jednotliva tvrzeni a), b) a c):
Obsadime-li figurkami libovolnych k& poli Sachovnice 8 x 8, pak budou obsa-
zena nékterd a) tii sousedni pole nékterého fadku, b) tii sousedni pole nékteré
§ikmé fady, ¢) ¢tyfi sousedni pole nékterého fadku nebo sloupce. Sikmou fadou
rozumime takovou skupinu poli, jejichz thlopticky jednoho z obou smeéri lezi

na jedné a téze primce. [A9—C-1-3]
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