Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii C

V prvni ¢éasti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich uloh najdete
zadani navodnych a dopliujicich uloh. Tytéz ulohy i s FfeSenimi (resp. odpo-
védmi a nastiny feSeni ¢i odkazy na FeSeni v naSem archivu) najdete ve druhé
casti textu.

1. Najdéte viechna ctyrmistnd c¢isla abed s ciferngm souctem 12 takovd, Ze ab—cd = 1.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte vSechna ¢tyFmistna éisla abed s cifernym souctem 13 takova, Ze
ab = cd.

N2. Najdéte vSechna ¢tyFmistna &isla abed s cifernym souctem 12 takova, Ze
ab — cd = 10.

N3. Najdéte vSechna ¢tyFmistna ¢isla abed s cifernym souctem 8 takova, ze ab = cd.

D1. Najdéte nejvétsi a nejmensi étyFmistna éisla abed s cifernym souétem 13 takova,
ze ab — cd = 10.

D2. Najdéte vSechna osmimistna cisla abcdefgh s cifernym souctem 16 takova, ze
efgh — abed = 1.

. Je dan konvexni sestiuhelnik ABCDEF, jehoZ vsechny strany jsou shodné a protéjsi
strany rovnobézné. Bod P je takovy, Ze ctyriuhelnik CDEP je rovnobéznik. Dokazte,
zZe bod P je stredem kruznice opsan€ trojuhelniku ACE a soucasné i prusecikem
vysek trojuhelniku BDF . (Jakub Lowit)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze thlopricky kosoctverce jsou na sebe kolmé a ze se navzajem puli.

N2. Ukazte, ze pokud jsou dvé shodné tisecky nelezici v jedné primce rovnobézné,
tvori jejich krajni body rovnobéznik.

D1. Konvexni Sestitthelnik ABC' DEF ma vsechny strany shodné a protéjsi dvojice
stran rovnobézné. Ukazte, Ze stred tsecky C'F splyva s prusecikem primek AD
a BE.

D2. Konvexni Sestitthelnik ABC' D EF mé vSechny strany shodné a protéjsi dvojice
stran rovnobézné. Oznacme X a Y pruseciky vysek trojuhelniki ACE a BDF'.
Ukazte, ze v pripadé X # Y stied tisecky XY puli tsecku AD.

Urcete vsechny dvojice prirozenych cisel a a b, pro néz plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,
kde [a,b] znaci nejmensi spoleény nasobek a (a,b) nejvétsi spolecny délitel priroze-

nych cisel a a b. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete vSechny dvojice a, b kladnych celych éisel, pro néz plati a - [a,b] =
=4 (a,b), pfiéemz symbol [a, b] oznacuje nejmensi spoleény nasobek a (a,b)
nejvétsi spolecny délitel celych kladnych cisel a, b.
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N2. Dokazte, Ze nejmensi spoleény nasobek [a, b] a nejvétsi spoleény délitel (a,b)
libovolnych dvou kladnych celych éisel a, b splituji nerovnost a-(a, b)+b-[a, b] =
2> 2ab. Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost.

D1. Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel a, b, pro néz plati rovnost mnozin
{a-[a,b],b-(a,b)} = {45,180}, pficemz (z,y) oznacuje nejvétsi spolecny délitel
a [z,y] nejmensi spoleény nasobek ¢isel x a y.

D2. Najdéte vSechny trojice pfirozenych cisel a, b, ¢, pro néz plati mnozinova
rovnost {(a, b), (a,c), (b,c),a,b],a,d,]b, c]} = {2,3,5,60,90,180}, kde (z,y)
a [z, y] znaci po fadé nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nésobek ¢isel
xay.

Uvnitr strany BC' trojuhelniku ABC' je dan bod K. Oznacme M stred strany BC
a predpokldadejme, Ze rovnobézka s primkou AK vedend bodem M protne stranu AC
ve vnittnim bodé L. Dokazte, Ze primka KL déli trojuhelnik ABC na dvé cdsti
stejného obsahu. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Presvédcte se, zZe stiedni pricky (tj. spojnice stfedu stran) déli libovolny troj-
thelnik na ¢tyfi shodné trojuhelniky.

N2. Uvédomte si, ze dva trojihelniky maji shodné obsahy, shoduji-li se jak ve dvou
stranéach, tak i v k nim prislusnych vyskach. Uzitim tohoto pravidla vysvétlete,
pro¢ jedna téznice libovolného trojihelniku ptli jeho obsah, zatimco vsechny
tTi téznice déli jeho obsah na Sest stejné velkych dild.

D1. Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané, maji své
obsahy v pomeéru prislusnych vysek k této strané. Uzitim tohoto pravidla vy-
jeho obsah na tti stejné velké dily, aniz pritom uzijete vysledek tlohy N2.

D2. Nad preponou AB pravouhlého trojihelniku ABC sestrojme ¢tverec ABDE.
Zjistéte (v zavislosti na délkach stran trojuhelniku), v jakém poméru rozdéluje
primka vysky z vrcholu C' na preponu AB obsah ¢tverce ABDE.

D3. Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné vysce, maji své
obsahy v poméru délek stran, jimz tato vyska prislusi. Uzitim tohoto pravidla
pak dokazte tvrzeni: Libovolny konvexni ¢tyrihelnik je svymi thloprickami
rozdélen na Ctyfi trojuhelniky o obsazich, které lze oznacit Sy, S5, S3 a Sy
tak, ze plati S7 : S5 = Sy : S3 a ze rovnost Sy = 54 nastane, pravé kdyz jsou
rovnobézné ty strany c¢tyrihelniku, které nalezi trojuhelnikiim o obsazich S;
a 53.

Tabulku 3 x 3 mdame vyplnit deviti danymae cisly tak, aby v kaZdém rddku i sloupci
bylo nejvétsi cislo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozZné takovy kol
splnit s cisly

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9;

b) 2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
Pokud ano, zjistéte, kolika zpusoby lze ukol splnit tak, aby nejvétsi cislo bylo upro-
stred tabulky. (Jaromir Simsa)



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1, 2,...,9 tak, aby soucet ¢isel v kazdém
rfadku bylo sudé ¢islo?

N2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 2,3,...,10 tak, aby v kazdém radku bylo
nejveétsi ¢islo souctem ostatnich dvou?

N3. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 4,5, ..., 12 tak, aby v kazdém sloupci bylo
nejveétsi ¢islo souctem ostatnich dvou?

D1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1, 2,...,9 tak, aby soucin ¢isel v kazdém
fadku byl druhou mocninou néjakého prirozeného ¢isla?

D2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1, 2,...,9 tak, aby soucet ¢isel v kazdém
fadku a v kazdém sloupci byl néjakym prvocislem?

6. Pro kladnd redlnd ¢isla a, b, c plati a® + b* 4 c? 4+ ab+ be + ca < 1. Najdéte nejuétsi
moznou hodnotu souctu a + b+ c. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ plati a® +b% 4+ ab < 2. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu
soucinu ab.

N2. Dokazte nerovnost a? + b% + c? = ab + bc + ca a zjistéte, kdy v ni nastava
rovnost.

N3. Reéalna ¢isla a, b, ¢ maji soucet 3. Dokazte, ze 3 = ab + bc + ca. Kdy nastane
rovnost?

D1. Necht a, b, ¢ jsou kladné redlnd d¢isla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich je
nejvyse 2. Dokazte, ze plati nerovnost a® + b% + ¢ 4 3abc < 9.

D2. Pro nezaporné realné ¢isla a, b plati a? + b?> = 1. Urdete nejmensi i nejvétsi
moznou hodnotu vyrazu V = (a* + b* +ab+1)/(a + b).

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici ulohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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Va4

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii C s resenimi

1. Najdéte viechna ctyimistnd ¢isla abed s ciferngm souctem 12 takovd, Ze ab—cd = 1.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte vSechna é&tyfmistna éisla abed s cifernym souctem 13 takova, ze
ab = cd. [Takové &islo abab neexistuje, nebot jeho ciferny soucet je sudy.]

N2. Najdéte vSechna Ctyfmistna cisla abed s cifernym souctem 12 takova, ze
ab — cd = 10. [Takové ¢islo ab(a — 1)b neexistuje, nebot jeho ciferny soucet
je lichy.]

N3. Najdéte viechna GtyFmistna ¢isla abed s cifernym souctem 8 takova, ze ab = cd.
[1313, 2222, 3131, 4040]

D1. Najdéte nejvétsi a nejmensi ¢tyimistna éisla abed s cifernym souctem 13 takova,
7e ab — cd = 10. [7060, 1606 — pokud pfipustime zapis 06, jinak 2515.]

D2. Najdéte vSechna osmimistnd c¢isla abcede fgh s cifernym souctem 16 takova, ze
efgh — abed = 1. [Vysvétlete nejdiive, pro¢ pii s¢itdni abed + 1 musi nastat
prave jeden prenos jednicky do vyssiho radu, takze kazdé hledané cislo je tvaru
abc9 ab(c + 1)0. Vyhovuji ¢éisla 10291030, 11191120, 12091210, 2019 2020,
21092110, 3009 3010.]

2. Je ddn konvexni sestiuhelnik ABCDEF, jehoZ vSechny strany jsou shodné a protéjsi
strany rovnobézné. Bod P je takovy, Ze c¢tyruhelnik CDEP je rovnobéznik. DokaZte,
Ze bod P je stredem kruzZnice opsané trojuhelniku ACE a soucasné i prisecikem
vysek trojuhelniku BDF . (Jakub Lowit)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze thlopticky kosoctverce jsou na sebe kolmé a Ze se navzajem puli.
[Uhlopticky jsou zéaroven vyskami rovnoramennych trojihelniki s vrcholy ve
vrcholech kosoétverce.

N2. Ukazte, ze pokud jsou dvé shodné tsecky nelezici v jedné primce rovnobéz-
né, tvori jejich krajni body rovnobéznik. [Dokreslete dalsi dvé tusecky, které
s danymi tseckami vytvofri konvexni ¢tyruhelnik. Jeho thlopricka rozdéluje
¢tyfahelnik na dva trojthelniky, které jsou shodné podle véty sus.]

D1. Konvexni Sestitthelnik ABC'DE'F' ma vSechny strany shodné a protéjsi dvojice
stran rovnobézné. Ukazte, ze stied tsecky C'F splyva s prusecikem piimek AD
a BE. [ACDF i ABDE jsou rovnobézniky.]

D2. Konvexni Sestithelnik ABC' DEF ma vSechny strany shodné a protéjsi dvojice
stran rovnobézné. Oznac¢me X a Y priseciky vysek trojuhelniki ACE a BDF'.
Ukazte, ze v piipadé X # Y stifed tsecky XY puli tsecku AD. [Z rovnobé&zniki
ABDE a ACDF vidime, ze usecky AD, BE a C'F prochazeji jednim bodem.
Ten urcuje stfedovou soumeérnost, v niz si odpovidaji jak body A, D, tak body
C, Fibody F, B, a tedy i trojuhelniky ACE a DF B. Proto jsou podle stiedu
useCky AD soumérné sdruzené nejen pruseciky vysek zminénych trojihelnikt
psanych kruznic. Stejné zavéry platii pro tii dalsi dvojice soumérné sdruzenych
trojuhelnikt (ABC, DEF), (ABF,DEC) a (AEF, DBC).]



3. Urcete vsechny dvojice prirozenych cisel a a b, pro néz plati
2[a,b] + 3(a,b) = ab,

kde [a,b] znaci nejmensi spolecny ndsobek a (a,b) nejvétsi spolecny délitel priroze-
nych cisel a a b. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete vSechny dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pro néz plati a - [a,b] =
=4 - (a,b), pfi¢emz symbol [a,b] oznac¢uje nejmensi spoleény nasobek a (a,b)
nejvétsi spoleény délitel celych kladnych éisel a, b. [62—C=S—7

N2. Dokazte, ze nejmensi spoleény nasobek [a,b] a nejvétsi spoleény délitel (a,b)
libovolnych dvou kladnych celych éisel a, b splituji nerovnost a-(a, b)+b-[a, b] =
= 2ab. Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. [60—C—1-5]

D1. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel a, b, pro néz plati rovnost mnozin
{a-[a,b],b-(a,b)} = {45,180}, pficemz (z,y) oznacuje nejvétsi spolecny délitel
a [x,y] nejmensi spole¢ny nésobek ¢isel z a y. [FI-C—S—1]]

D2. Najdéte vsechny trojice prirozenych cisel a, b, ¢, pro néz plati mnozinova
rovnost {(a, b), (a,c), (b, c),a,b],a,c],b, C]} = {2,3,5,60,90, 180}, kde (x,y)
a [z, y] znaci po fadé nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nésobek ¢isel

zay. FI-CT3|

4. Uwvnitr strany BC' trojuhelniku ABC' je dan bod K. Oznacme M stred strany BC
a predpokladejme, Ze rovnobézka s primkou AK vedend bodem M protne stranu AC
ve vnitrnim bodé L. DokaZte, Ze primka KL déli trojuhelnik ABC na dvé cdsti
stejného obsahu. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Presvédcte se, ze stfedni pricky (tj. spojnice stfedu stran) déli libovolny troj-
thelnik na ¢ty shodné trojuhelniky. [Stfedni pficky jsou rovnobézné s proti-
lehlymi stranami, a proto jsou vSechny ¢tyfi trojihelniky podobné. Shodnost
vyplyva z toho, Ze stiedni pricky puli jednotlivé strany.]

N2. Uvédomte si, ze dva trojuhelniky maji shodné obsahy, shoduji-li se jak ve dvou
stranach, tak i v k nim pfislusnych vyskach. Uzitim tohoto pravidla vysvétlete,
proc¢ jedna téznice libovolného trojuihelniku ptli jeho obsah, zatimco vSechny
tfi téznice déli jeho obsah na Sest stejné velkych dila. [V trojihelniku ABC
s téZnicemi AA,, BBy, CC; a tézistém T pro prvni tvrzeni o téznici AA;
uzijte pravidlo na dvojici trojihelnikt (ABA;, AC A1), pro druhé tvrzeni o Sesti
dilech navic i na dvojice (ATCy, BT'C4), (BT A1,CTA;) a (CTBy,ATBy).]

D1. Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané, maji své
obsahy v poméru pfislusnych vysek k této strané. Uzitim tohoto pravidla vy-

Yvev

Vv

vrchol.]
D2. Nad pfeponou AB pravouhlého trojuhelniku ABC sestrojme ¢tverec ABDE.
Zjistéte (v zavislosti na délkach stran trojuhelniku), v jakém poméru rozdéluje
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pfimka vysky z vrcholu C na pfeponu AB obsah ¢tverce ABDE. [Podle Eu-
kleidovy véty o odvésné to je a? : b, protoze pfimka vysky z vrcholu C déli
¢tverec na dva obdélniky se spole¢nou stranou.|

D3. Uvédomte si, ze dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné vysSce, maji své
obsahy v poméru délek stran, jimz tato vyska ptislusi. Uzitim tohoto pravidla
pak dokazte tvrzeni: Libovolny konvexni ¢tyfuhelnik je svymi thlopfickami
rozd€len na ¢tyfi trojuhelniky o obsazich, které lze oznacit Si, Sz, S3 a Sy
tak, ze plati 57 : So = S4 : S3 a ze rovnost Sy = S; nastane, pravé kdyz
jsou rovnobézné ty strany ctyrthelniku, které néalezi trojihelnikiim o obsazich
S7 a Ss3. [Oznacime-li doty¢éné obsahy S; ¢tyf trojuhelniki v kruhovém potadi
kolem jejich spole¢ného vrcholu, oba poméry S; : Sy a Sy : S3 budou shodné
s pomérem, v jakém jedna z thlopricek c¢tyituhelniku déli jeho druhou thlo-
pricku. Rovnost Sy = Sy je ekvivalentni s rovnosti S; + So = S1 + S4, jez je
rovnosti obsahti dvou trojihelnikt se spole¢nou stranou.|

5. Tabulku 3 x 3 mdme vyplnit deviti danymsi cisly tak, aby v kaZdém radku i sloupct
bylo nejvetsi cislo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozné takovy kol
splnit s cisly

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9;

b) 2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
Pokud ano, zjistete, kolika zpusoby lze ukol splnit tak, aby nejvétsi cislo bylo upro-
stred tabulky. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1,2,...,9 tak, aby soucet cisel v kazdém
fadku bylo sudé ¢islo? [Ne, protoze pak by musel byt i soucet vSech ¢isel sudy
al+2+...4+49=45]

N2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 cisly 2,3,...,10 tak, aby v kazdém radku
bylo nejvétsi ¢islo souc¢tem ostatnich dvou? [Ano, vyhovuje napiiklad vyplnéni
radkd trojicemi ¢isel (2,6,8), (4,5,9) a (3,7,10) v jakémkoli potradi.

N3. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 4, 5, ..., 12 tak, aby v kazdém sloupci bylo
nejvétsi ¢islo sou¢tem ostatnich dvou? [Ne. Soucet vSech 9 éisel je 72, takze
soucet tii sloupcovych maxim by musel byt 36, coz je vice nez 10 + 11 + 12.]

D1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1,2,...,9 tak, aby soucin ¢isel v kazdém
fadku byl druhou mocninou néjakého prirozeného ¢isla? [Ne, protoze souéin
zadanych ¢isel neni druhou mocninou.]

D2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢isly 1,2,...,9 tak, aby soucet cisel v kazdém
fadku a v kazdém sloupci byl néjakym prvocislem? [Ano, jedno z FeSeni je zleva
doprava a shora dolu s ¢isly po fadé 1, 3, 7, 6, 9, 2, 4, 5, 8]

6. Pro kladnd redlnd ¢isla a, b, ¢ plati a® +b* + c® + ab+ be+ ca < 1. Najdéte nejvétsi
mozZnou hodnotu souctu a + b+ c. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro kladn4 &isla a, b, ¢ plati a4 b% +ab < 2. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu
soucinu ab. [Vyuzijte odhad 2ab < a?+b?, nejvétsi hodnota ab = 2/3 se dosdhne
proa=>b=/2/3]



N2.

N3.

D1.

D2.

Dokazte nerovnost a?+b2+c? = ab+bc+ca a zjistéte, kdy v ni nastava rovnost.
[Pronésobime dvéma a upravime do tvaru (a — b)? + (b —¢)® + (¢ — a)? =2 0,
rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c.]

Redln4 ¢isla a, b, ¢ maji soudet 3. Dokazte, ze 3 = ab + bc + ca. Kdy nastane
rovnost? [Plyne z rovnosti 9 = (a + b+ ¢)? = a® + b? + ¢* + 2(ab + bc + ca)
a z predeslé ulohy. Rovnost nastane jediné v p¥ipadé a =b=c = 1]

Necht a, b, ¢ jsou kladné redlna cisla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich je
nejvyse 2. Dokazte, Ze plati nerovnost a? + b2 + ¢? + 3abe < 9. [F8—C—1-J]
Pro nezdporné realna éisla a, b plati a? + b? = 1. Uréete nejmensi i nejvétsi
moznou hodnotu vyrazu V = (a* +b* + ab+1)/(a +b). [68-B-1-4]
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