69. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie A

. Predpokladejme, Ze navzajem rtzna redlna cisla a, b, ¢, d spliuji nerovnosti
ab + cd > bec + ad > ac + bd.

Pokud a je z téchto ¢tyr cisel nejvétsi, které z nich je nejmensi?

. Pro trojuhelniky ABC a A’B’'C’ plati

|AB| = |A'B'|, |AC|=|A'C'|, |xBAC|+|xB'A'C'| =180°.

Ukazte, ze velikost thlu sevieného stranou BC' a téznici z vrcholu A je stejna jako
velikost ithlu sevieného stranou B’C’ a t&Znici z vrcholu A'.

. Ukazte, ze pocet zplisob, jimiz 1ze vydlazdit ttvar dominovymi kostkami, lze vy-

jadrit jako soucet dvou druhych mocnin pfirozenych cisel.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 10. prosince 2019

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny ¢istého casu. Za kazdou
ulohu miize soutézici ziskat 6 bodii, ispésnym resitelem je
ten zak, ktery ziskd 10 bodl nebo vice. Povolené pomiicky
jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky do-
voleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahajenim
soutéze.



1. Predpokladejme, Ze navzajem rizna realnd cisla a, b, ¢, d splnuji nerovnosti
ab+ cd > bc+ ad > ac + bd.

Pokud a je z téchto ¢tyt Cisel nejvétsi, které z nich je nejmensi?  (Josef Tkadlec)

Reseni. Nerovnost mezi prvnimi dvéma vjrazy upravime odeétenim pravé strany
a naslednym postupnym vytykanim:

ab+ cd — bec — ad > 0,
a(b—d) —c(b—d) >0,
(a—c)(b—d) > 0.

Jelikoz plati a > ¢, musi byt i druha zavorka kladné, a plati tak b > d.
Obdobnou apravu provedeme pro nerovnost bc 4+ ad > ac + bd, ¢imz ziskame

bc + ad — ac — bd > 0,
b(c—d) —a(c—d) >0,
(b—a)(c—d) > 0.

Prvni zévorka je diky a > b zaporna, a proto musi byt zaporna i ta druha. Odtud
usoudime, ze d > c.

Odvodili jsme tak fetézec nerovnosti a > b > d > ¢, z néhoz vidime, Ze nejmensim
ze Ctverice Cisel a, b, ¢, d mize byt jediné c.

Poznamka 1. Protoze provedené upravy byly ekvivalentni, miizeme konstatovat, ze
obé nerovnosti ze zadani tulohy jsou splnény, kdykoli pro realna cisla a, b, ¢, d plati
a>b>d>c

Poznamka 2. Porovnanim prvniho vyrazu s poslednim lze analogickym zptisobem
dokazat nerovnost b > c. Je-li tato rovnost dokézana spolecné s d > c, staci to k uplnému
feSeni. Dokazeme-li ovSem pouze b > ¢ a b > d, je stale mozné, ze ¢ > d.

> Za uplné feseni udélte 6 bodd, z nichz tii nélezi dukazu kazdé z nerovnosti b > d a d > ¢ (poptipadé
b>cad>c). Jeli dokdzdna dvojice nerovnosti b > ¢ a b > d, udélte 4 body.

> Za nalezeni jednoho ze sou¢inovych tvart (a —c)(b—d) >0, (b—a)(c—d) >0, (a—d)(b—c) >0
udélte dva body. V prfipadé nalezeni vice soucinovych tvart udélte Ctyri body, pokud prislusné
nerovnosti vedou k iplnému feseni (viz pozndmku na konci feSeni), a tf¥i body pokud nikoli.

> Existence vyhovujici ¢tverice Cisel je zarucCena jiz v zadani, a neni tak tfeba uvadét priklad. Ze
stejného divodu neni nutné pii jakychkoli tpraviach postupovat ekvivalentné a ani ptripadnou
ekvivalenci zminovat.



2. Pro trojihelniky ABC a A’B’'C’ plati
|AB| = |A’'B'|, |AC|=|A'C'|, |xBAC|+[xB'A'C'| =180°.

Ukazte, ze velikost tthlu sevieného stranou BC' a téZnici z vrcholu A je stejné jako
velikost hlu sevieného stranou B’C” a téznici z vrcholu A'. (Patrik Bak)

ReSeni. Ve viech feSenich budeme znacit M, M’ odpovidajici stiedy stran BC,
B'C’. Pak sta¢i dokédzat rovnost |« AMC| = |xA'M'C’|.

Prvni feSeni. Trojuhelniky ABC a A’B’C’ umistime do roviny tak, aby bylo
A" = A, B = B a (' byl obraz bodu C ve stfedové soumérnosti podle bodu A, coz
Ize pravé diky predpokladané rovnosti | BAC| + |xB'A'C'| = 180°. Usecky AM', AM
jsou potom stfedni pticky trojuihelniku BCC’ (obr.1), takze ¢tyiuhelnik BMAM' je
rovnobéznik. Ze shodnosti jeho vnitfnich Ghli u protéjsich vrcholdt M a M’ uz plyne
shodnost vyznac¢enych thlat AMC a A’M’'C’, kterou jsme chtéli dokézat.

C/

Obr. 1

Druhé FeSeni. Budeme navic predpokladat, ze | BAC| # |« B’ A’C’|, nebot jinak
by tvrzeni tlohy plynulo pfimo ze shodnosti pravouhlych trojuhelnikai ABC a A’B'C’.
S ohledem na symetrii pak stac¢i uvazovat pouze ten pripad, kdy thel BAC je ostry.

Umistéme oba trojihelniky tak, aby bylo A’ = A, C’ = C a B’ byl takovy bod
poloroviny ACB, ze |<B'AC| = 180° — |xBAC|, pfi¢emz |AB’| = |AB| (obr. 2).

A=A

Obr. 2

Nyni staci dokézat, ze étyftuhelnik AM'MC' je tétivovy, nebot pak plati kyzené
|KAMC| = |<xAM'C| = |xA’M'C’| podle véty o obvodovém thlu.



Pokud oznacime a = |<BAC/|, méa thel B’AB velikost |« B’AC| — a = 180° — 2a.
Z rovnoramennosti trojihelniku ABB’ pak plyne, Ze |<xABB’| = «a neboli BB’ || AC.
Jelikoz MM’ je stfedni prickou trojuhelnika CBB’, plati také MM’ | BB’, a tedy
i MM’ || AC. Pro stied N strany AC navic plati [MN| = 3|AB| = 3|AB’| = |M'N|,
takze osa usecky M M’ prochézi bodem N. To uz ale znamena, Ze lichobéznik AM'MC
je rovnoramenny, a tedy i tétivovy, coz jsme chtéli dokazat.

T¥eti FfeSeni. Dokazeme shodnost trojihelniki M AC, M'C’A’ podle véty sss vy-
poctem. Ze shodnosti pak vyplyne i pozadovana rovnost thli. Pfi standardnim oznaceni
stran obou danych trojuhelniki podle kosinové véty pro trojihelnik A’ B’'C’ plati

a? = b2+ % -2 cos(180° — a) = b* + ¢ + 2bc cos .

Pro délku té&znice t, pfitom plati zndmy vztah 4t2 = 2b + 2¢? — a?. Dosazenim za a?

z kosinové véty pro trojihelnik ABC' ziskdme

a 1 B 1 T4
a tedy a'/2 = t, neboli |M'C’| = |M A|. Rovnost |M'A’| = |MC| dokdzeme analogicky,
a jelikoz podle zadani plati i |AC| = |C" A’|, jsou trojuhelniky M AC, M'C’' A’ skutecné
shodné.

s 202 +2c —a® b+ c* 4 2bccosa a?

Ctvrté FeSeni. Jiny vypocet zalozime na vyjadieni cos|xAMC| pomoci b, ¢
a cos a. Jako v predchozim feseni pouzijeme znadmy vztah 4t2 = 2b? + 2¢? — a? a téz ko-
sinovou vétu a? = b2+ ¢% — 2bc cos av. Z kosinové véty pro trojihelnik AMC a uvedenych
vztahli postupné dostavame:

103+ 12 -0 a? + 442 —4p? 22200 2 -2

cos [ | at, dat, 4at, 2at,
V(b2 + 2 — 2bccos ) (2b% + 2¢2 — a?)
2 —b?
N V(02 + 2 — 2bccos a) (b2 + 2 + 2bc cos @) N
? —b?

V(0% + )2 — 4b%c2 cos? o

Pouzitim tohoto vzorce pro trojuhelnik A’B'C’ s prvky b’ = b, ¢/ = ca o’ = 180° — «
dostavame diky cos? a = cos?(180° — «) rovnost cos |x AMC| = cos |[xA’M'C’|, a tedy
|XAMC| = |<A’M'C’|, coz jsme chtéli dok4zat.

Za uplné feseni udeélte 6 bodt. V pripadé neuplnych feSeni postupujte nasledovné:

> Za libovolnou konstrukei, v niz Fesitel vyuzije rovnost |« BAC|+|<B’A’C’| = 180° k netrividlnimu
zjisténi (napf. tfi body lezi v pfimce, étyfi body lezi na kruznici), udélte 2 body. Za konstrukci,
diky niz fesitel netrividlné pfeformuluje dokazované tvrzeni (napfiklad — jako ve druhém FeSeni —
na to, ze body A, M’; M, C lezi na téze kruznici), udélte také 2 body. Proto je-1i splnéno oboji,
udélte body ctyfti.

> Za spravny vypoclet vedouci k |[AM| = |B’C’|/2 udélte tfi body. Stejné tak za vyjadieni
cos | X AMC| pouze pomoci b, ¢ a a. Vztah pro délku té&znice staci uvést jako (znamy) fakt. Za
samotné jeho uvedeni ovSsem body neudélujte.

> Body udélené za geometrickou konstrukci nelze s¢itat s body udélenymi za vypocty.

> Pokud fesitel lohu vyfesi pomoci konstrukce, kterd pfedpokladad |« BAC| < 90° nebo podobné
tvrzeni, které lze bez jjmy na obecnosti predpokladat ze symetrie, body nestrhavejte. Plny pocet
bodu udélte i pfi opomenuti pfipadu [<BAC| = 90°.



3. Ukazte, ze pocet zptisobi, jimiz lze vydlazdit atvar dominovymi kostkami, lze vy-

jadrit jako soucet dvou druhych mocnin pfirozenych cisel. (Josef Tkadlec)

ReSeni. Pokud by néktera z obou &ervenych tse¢ek na obrazku protinala pravé
jednu dominovou kostku, zbylo by ndm v c¢tverci 6 x 6, ktery tato tsecka z daného
utvaru vyclenuje, vydlazdit 35 policek. To je ale samoziejmé nemozné, protoze 35 je
liché ¢islo.

Plati tedy, ze kterdkoli z obou ¢ervenych tsecek bud neprotind zddnou dominovou
kostku (pfipad A jako u levé tisecky na obr. 3), anebo protina pravé dvé dominové kostky
(pfipad B jako u pravé tsecky na obr. 3).

Pokud u nékteré cervené tisecky nastane pripad A, zbude v prislusném ¢tverci 6 x 6
k vydlazdéni vsech 36 policek. Oznacme a pocet zptisobi, jimiz to 1ze provést. Podobné
nastane-li ptipad B, zbyva v prislusném ctverci vydlazdit oblast ¢itajici 34 policek.
Piislusny pocet zptsobt oznacme b. (Zfejmé plati a > b.) Nyni rozlisime tfi pfipady.
(a) Dlazdéni, v nichz nastane u obou éervenych tsecek piipad B, je presné b2
(b) Nastane-li jednou ptipad A a jednou ptipad B, je dlazdéni oblasti mezi tiseckami

urc¢eno jednoznac¢né podle toho, zda pfipad A nastal vlevo nebo vpravo. Dlazdéni

tohoto typu je tedy 2ab.
(¢) V poslednim pfipadé ,A-A“ je mozné zbyly Ctverec 2 x 2 mezi ¢ervenymi tseckami
vydlazdit dvéma zptisoby, a vyslednych dlazdéni je tedy 2a2.

Celkovy pocet dlazdeéni je b? + 2ab + 2a2, coz lze upravit do kyzeného souétu dvou
¢tvercti jako (a + b)? + a?. Tim je tiloha vyfesena.

AI-B [ ]
[ [ [ |

Obr. 3 Obr. 4

Jiné reseni. Pokud by cervena tsecka na obr.4 protinala pravé jednu dominovou
kostku, zbyl by na kazdé jeji strané k vydlazdéni utvar o 37 polickach, coz neni mozné.
Cervena tsecka tedy bud protind dvé dominové kostky (pfipad A), nebo neprotiné
zadnou (pfipad B). Oznacme a pocet zpusobi, jimiz lze vydlazdit ¢tverec 6 x 6, a b pocet
zpusob1, jimiz lze vydlazdit utvar o 38 polickach vznikly v pripadé B. Pak podobné jako
v prvnim FeSeni ziskdme, Ze celkovy pocet moznosti je a® + b2, a jsme hotovi.

Za uplné feseni ude€lte 6 bodt. Ty rozdélte mezi jednotlivé ¢asti tlohy néasledovné:

> [2 body] Dtkaz, ze hledana dlazdéni jsou ¢&tyi druht A-A, B-B, A-B, B-A nebo ekvivalentniho
tvrzeni.



> [1 bod] Oznaceni poéti diléich dlazdéni a, b (nebo jinych dvou poéti, kupfikladu a — b a b).
> [2 body] Uréeni poétu dlazdéni jako b2 + 2ab + 2a? (nebo ekvivalentni vyraz v piipadé jiného
znadeni).
> [1 bod] Uprava vyrazu na soucet étverc.
Za snahy o primy vypocet poctu dlazdéni udélte body pouze v pripadé spravného vysledku
i spravné argumentace. Vzhledem k tomu, zZe jiz hodnoty a = 6 728 a b = 2900 nelze snadno nalézt bez
pomoci pocitace, takova feSeni neocekavame. Pokud se to prece jen podari, udélte 2 body za spravny
vypocet kazdé z hodnot a, b.



