69. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

1. Navzadjem rizna nenulova redlna cisla a, b, ¢ lze Sesti zptisoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

[z +[Jz+[]=0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takova, Ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden realny kofen.

b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takova, ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic mé alespon jeden realny koren.

2. Je dan ostrouhly trojuhelnik s neshodnymi stranami AC', BC' a priisec¢ikem vysek V.
Na pfimce AB sestrojme body A’, B’ (A’ # A, B’ # B) takové, ze |CA'| = |CA|
a |CB’| = |CB]|. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim ACB’ a VCA’ jsou
shodné.

3. Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, pro néz plati: Jestlize nékteré prirozené ¢islo ma
alespon n trojmistnych nasobkt, pak 840 je jednim z nich.

4. Netradic¢ni figurka, kterou nazveme ,nemocna dama“, ohrozuje libovolné pole radku
i sloupce, na nichz stoji, zatimco na diagonale ohrozuje pouze pole sousedni. Kolik

nejméné ,nemocnych dam®“ potiebujeme rozmistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby
ohrozovaly vSechna neobsazend pole?

]
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1. Navzajem rizna nenulova realna ¢isla a, b, ¢ lze Sesti zpiisoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

[J2? +[Jz+[]=0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takova, Ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden realny koten.

b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takova, Ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic ma alespon jeden redlny kofen. (Michal Rolinek)

Reseni. a) Aby mély viechny sestavené rovnice realny kofen x = 1, staci, aby
nastala rovnost a + b + ¢ = 0. Tato rovnost nastane napiiklad pro trojici navzajem
riznych ¢isel a =1, 0 =2 a c= —3.

b) Kvadratickd rovnice mé alespon jeden realny kofen, pravé kdyz je jeji diskri-
minant neziporny. OvSem vyménou koeficientu u 22 s absolutnim élenem rovnice se
jeji diskriminant nezméni. Obé tyto rovnice tak maji stejné pocty realnych korenti. Sest
moznych rozmisténi cisel a, b, c mizeme rozdélit do dvojic, které se shoduji v dosazeném
koeficientu u x. Kazda takova dvojice ma stejny pocet korentl, proto téch rovnic, které
maji realné koteny, musi byt sudy pocet, a tudiz jich nemiize byt pét.

Pozndamka. Vzhledem k tvahdm v ¢asti b) staci k feSeni ¢asti a) nalézt takovou
trojici ¢isel (a, b, ¢), Ze soucasné plati

a?—4bc >0, b —4ac>0, & —4ab>0. (1)

Nejprve si uvédomime, Ze pokud tyto nerovnosti plati pro trojici redlnych éisel (a, b, ¢),
pak také plati pro trojici (—a, —b, —c). UkdZeme, Ze takova trojice nemiize obsahovat jen
kladna nebo jen ziporna ¢isla. Vzhledem k symetrii nerovnosti (1) mtuzeme bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, Zze a je nejmensi z trojice kladnych ¢isel (a,b,c). Potom
ale a® < be < 4be, coz je ve sporu s nerovnosti a? — 4bc 2> 0. Trojici ¢&isel vyhovujici
nerovnostem (1) tak mizeme hledat napiiklad za podminek a < 0, b < 0, ¢ > 0. Potom
plati ac < 0 a be < 0, tedy druhd a prvni nerovnost z (1) jsou zfejmé splnény a pro
splnéni t¥eti nerovnosti staci volit ¢ = 2v/ ab.

Za Gplné feseni udélte 6 bodda.

Za spravné feSeni ¢asti a) udélte 2 body. Z toho 1 bod za uvedeni alespon jedné vyhovujici trojice
(a,b,c) navzdjem raznych ¢isel a 1 bod za zduvodnéni, ze kazda ze Sesti vzniklych rovnic ma redlny
koren.

Za sprévné feSeni ¢asti b) udélte 4 body, z toho 2 body za tvahu, Ze pravé pét z Sesti moznych
diskriminantti by mélo byt nezapornych, a 2 body za pozorovani, ze téchto Sest diskriminantt lze rozdélit
na t¥i dvojice sobé rovnych vyrazi.



2. Je dan ostrouhly trojuhelnik s neshodnymi stranami AC, BC' a prusec¢ikem vysek V.
Na pfimce AB sestrojme body A’, B’ (A" # A, B’ # B) takové, ze |CA’'| = |C'A|
a |CB'| = |CB|. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim ACB’ a VCA' jsou
shodné. (Jaroslav Svrcek)

Reseni. Oznadéme V4 a Vo paty vysek prochazejicich po fadé vrcholy A a C.
Trojuhelniky ABV4 a CBV¢ se shoduji v pravych thlech pti vrcholech V4 a Vo a ve
vnitinim ahlu pfi (spole¢ném) vrcholu B (obr.1). Shoduji se tak i ve vnitfnich thlech
u zbyvajicich vrcholi A a C vyznacenych na obrazku obloucky, takze plati

|xVAAB| = |<VcCB| = |xVCB|.
Body A a A’ jsou soumérné sdruzené vzhledem k bodu V¢ (a také podle pfimky C'V),

takze plati
|xXVA'Vo| = |xVAVe| = |<VaAB| = |xVCB.

C

B’ A Ve A’ B
Obr. 1

Jelikoz body A’ a B lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou CV, je ¢tyfihelnik
A’BCYV tétivovy (soucty velikosti jeho vnitfnich thla u vrcholi C a A’ jsou rovny 180°),
trojuhelniky VCA’ a A’C'B tak maji shodnou kruznici opsanou.

Podle zadéni je trojuhelnik AC' B’ soumérné sdruzeny s trojuhelnikem A’C B vzhle-
dem k pfimce C'Ve, maji tak shodné opsané kruznice. Odtud jiz plyne, ze kruznice
opsané trojuhelnikiim ACB’ a VCA’ jsou rovnéz shodné.

Jiné reseni. Pii standardnim oznaceni velikosti stran a vnitfnich hla trojuhel-
niku ABC plati pro polomér r; kruZnice opsané trojihelniku ACB’ podle rozsitené
sinové véty

B |CB’| B |CB| _a
"7 9sin|xCAB/| ~ 2sin(180° —a)  2sina’

Vidime tak, Ze tento polomér r; je shodny s polomérem r kruznice opsané trojuhelniku
ABC'. To ostatné plyne i z toho, ze mnozina vSech bodi, z nichz je vidét tsecku AC
pod thlem 3, je tvofena dvéma shodnymi oblouky kruznic.

Necht V4 a Vi jsou stejné jako v predchozim feSeni paty vysek trojuhelniku ABC
z odpovidajicich vrcholi A a C'. Trojthelniky AV Ve a ABV, se shoduji ve (spoleéném)
vnitfnim thlu pfi vrcholu A a v pravych thlech pfi vrcholech Vi a V4, shoduji se proto
i v thlech pfi vrcholech V' a B:

|XAVVg| = |ABV4| = 8.



Ze soumérné sdruzenosti bodtt A a A’ podle pfimky CV plyne
|xA'VC| = |xAVC| = 180° — |x AV V| = 180° — 3.

Pro polomér r9 kruznice opsané trojuhelniku VC A’ pak opét podle rozsifené sinové véty
plati
|C' A’ |C A b
To = = = =T
> 2sin[xCVA|  2sin(180° — 8)  2sinf

=T1.

Rovnost polomérti r; a ro znamené shodnost kruznic opsanych trojuhelnikim AC B’
a VCA’, kterou jsme méli dokazat.

Za Uplné teseni udeé€lte 6 bodu. Z toho udélte 1 bod za spravné vyjadieni velikosti né€kterého thlu,
ktery svira strana trojihelniku se spojnici vrcholu a ortocentra V', 1 bod za spravné odvozeni velikosti
nékterého z hld, které sviraji vysky v ortocentru. Za tivahu o shodnosti trojuhelnikét AB'C a A’BC,
resp. za Uvahu o symetrii podle pfimky C'V udélte 1 bod. Pfi prvnim postupu dale udélte 1 bod za
diikaz, ze &tyithelnik A’BCV je tétivovy. Pfi druhém postupu udélte 1 bod za spravné vyjadieni
nékterého z polomért r; a ro. Konecné poslednimi 2 body ocente spravné dokonceni dikazu.



3. Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, pro néz plati: Jestlize nékteré prirozené ¢islo ma
alespon n trojmistnych nasobku, pak 840 je jednim z nich. (Michal Rolinek)

ReSeni. Z rozkladu 840 = 23 -3 .5 .7 vidime, Ze nejmensi pfirozené ¢islo, které
neni délitelem ¢isla 840, je ¢islo 9 = 32. Trojmistné nasobky ¢isla 9 jsou

108=9-12, 117=9-13, ..., 999 =9 111,

celkem jich je 111 — 1241 = 100 (a ¢islo 840 rozhodné mezi nimi neni). Ptiklad ¢isla 9
tak ukazuje, Ze pozadovanou vlastnost nemad zadné ¢islo n < 100.

V druhé casti feSeni ukdzeme, ze ¢islo n = 101 uz pozadovanou vlastnost ma.
K tomu staci ovérit, ze kazdé prirozené cislo, které ma aspon 101 trojmistnych nasobki,
je mensi nez 9 — pak totiz je, jak uz vime, délitelem c¢isla 840. Jinak feceno, staci ovérit,
ze kazdé prirozené ¢islo a = 10 mé nejvyse 100 trojmistnych nasobki. To je vSak snadné:
dokonce pocet vsech jeho nésobki mensich nez 1000 je nejvyse 999/a = 99,9 < 100,
a proto i pocet jeho trojmistnych nasobki je mensi nez 100.

Hledané cislo n je rovno 101.

Za uplné feseni udelte 6 bodu.

Dukaz nerovnosti n > 100 ohodnotte 3 body, z toho pozorovéani, Zze nejmensi ¢islo, které neni
délitelem &isla 840, je ¢islo 9, ohodnotte 1 bodem a 1 bod udélte za spravné urceni poctu trojmistnych
nasobkt ¢isla 9. K tomu ovSem nestaci pouhé vydéleni 900 : 9 = 100 bez dalsiho komentéare.

Dukaz, ze n = 101 vyhovuje, ohodnotte rovnéz 3 body. Za tuto ¢ast feSeni udélte pouze 1 bod,

pokud resitel zjisti, ze Cisla od 1 do 8 maji trojmistnych nasobkt kazdé alespon 112, a odtud chybné
usoudi, ze n = 112 je hledana hodnota.



4. Netradic¢ni figurka, kterou nazveme ,nemocna dama“, ohrozuje libovolné pole radku
i sloupce, na nichz stoji, zatimco na diagonale ohrozuje pouze pole sousedni. Kolik
nejméné ,nemocnych dam“ potifebujeme rozmistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby
ohrozovaly vSechna neobsazend pole?

]
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(Tomas Bdrta, Josef Tkadlec)

Reseni. Pole ohrozené nemocnou ddmou (jiné ddmy déle ani neuvazujeme) na-
zvéme primo ohrozZené, pokud lezi ve sloupci nebo v fadé, kde dama stoji; ohrozena
pole, kterd nejsou ohrozena piimo, nazvéme neprimo ohrozZend. Kazda dama tak ohro-
zuje 15 poli pfimo (vetné pole, na némz stoji) a nejvyse 4 pole nepiimo.

Nejprve ukazeme, ze pii libovolném rozmisténi nejvyse ¢tyf dam na Sachovnici
neni aspon jedno pole ohrozeno zddnou damou, jinymi slovy, ze ¢tyfi ddmy neohrozuji
celou Sachovnici. Odtud jiz zfejmé plyne, Ze ani mensi pocet dam neohrozi vsechna pole
sachovnice.

Pripustme, Ze pozadované rozmisténi ¢tyf dam existuje. Jisté najdeme 4 fadky
a 4 sloupce sachovnice, v nichz zadna ze ¢tyr téchto dam nestoji. Tyto fadky a sloupce
se protinaji v 16 polich, ktera museji byt vSechna ohrozena neptimo. Protoze kazda dama
ohrozuje neptimo nejvyse 4 pole, musi kazda ze ¢ty danych dam nepiimo ohrozovat
praveé 4 pole. Navic zadné dvé z nich nestoji v témze fadku ¢i sloupci, protoze jinak by
pocet poli, ktera jsou nasimi ¢tyfmi ddmami ohrozena nepifimo, musel byt dokonce vétsi
nez 16 (existoval by totiz jesté paty fadek ¢i sloupec, na némz zadné ddma nestoji).

Z4dna dama, kterad nepifimo ohrozuje 4 pole, nemiize ziejmé stat ani v krajnim
fadku, ani v krajnim sloupci Sachovnice. Cty¥i rohova pole celé Sachovnice jsou tak
v nasi situaci ohrozena neprimo, kazdé jinou ze ¢tyf dam, které nutné stoji na polich
diagonalné sousedicich s poli rohovymi. Stoji tak po dvou ve stejnych fadcich (i po
dvou ve stejnych sloupcich), coz odporuje zavéru prvniho odstavce. Tim jsme dokézali,
ze k ohrozeni vSech poli Sachovnice nejvyse ¢tyfi damy nestaci.

Jak vidime z nasledujicich obrazki, 5 dam miizeme umistit na Sachovnici 8 x 8 tak,
aby kazdé pole Ssachovnice bylo ohrozeno aspon jednou damou.

Hledany nejmensi potfebny pocet (nemocnych) dam je pét.
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Obr. 2



Poznamka. 7 odborné literatury je znamo, ze nejmensi pocet ,normalnich dam®,
které muzeme umistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby ohrozily vSechna jeji pole (tzv.
dominanéni ¢islo pro graf dam @Q(8), domination number for queens’ graph Q(8)), je
roven 5. Tedy pocet ,nemocnych dam“ musi byt alespon 5, protoze tyto ddmy ohrozuji
méné poli nez ,norméalni damy*“. Dale miizeme pocitacovou simulaci zjistit, ze existuje
jen 8 vhodnych rozestaveni 5 nemocnych dam, vSechna vzniknou ze dvou vyse uvedenych
otocenim (nebo soumeérnosti).

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Z toho za dikaz nerovnosti n > 4 (véetné moznosti, ze znaly FeSitel
prohlési tu nerovnost i pro bézné damy za znadmou) udélte 3 body (tolerujte, chybi-li pfitom zminka

o hodnotach n < 4). Za ptiklad spravného rozestaveni 5 dam udélte 3 body. Za pouhy pfiklad spravného
rozestaveni 6 dam udélte 1 bod.



