69. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Najdéte vSechny dvojice ptirozenych cisel a a b, jejichz nejvétsi spolecny délitel je
roven obéma ¢islim 30 — a i 42 — b.

. Konvexni osmitthelnik ABCDEFGH ma vsechny strany stejné dlouhé a protéjsi
dvojice stran rovnobézné. Uvazme body X, Y, Z takové, ze ¢tyfuhelniky ABCX,
DFEFY, GHAZ jsou rovnobézniky. Dokazte, ze XZ 1 AY.

. Kolik trojmistnych ¢isel mé tu vlastnost, ze vysSkrtnutim nékteré ¢islice dostaneme
dvojmistné ¢islo, které je druhou mocninou néjakého celého ¢isla? (Zapisy typu 07
nepovazujeme za dvojmistna ¢isla.)

. Pro nezaporna realna cisla a, b, ¢ plati a + b+ ¢ = 1. Najdéte nejvétsi a nejmensi
moznou hodnotu vyrazu

(a+b)?+(b+0c)*+ (c+a)

Krajské kolo planované na 31. biezna 2020 se neuskutecnilo
z diivodu nouzového stavu v Ceské republice. Postupujici do
krajského kola tesili jeho tlohy v internetovém klani kona-
ném 20. cervna 2020.



1. Najdéte vSsechny dvojice prirozenych cisel a a b, jejichz nejvétsi spolecny délitel je
roven obéma ¢islim 30 —a i 42 — b. (Patrik Bak)

Reseni. Oznacme d nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a a b. Protoze d déli a i b
a zaroven d = 30 —a = 42 — b, déli d jak ¢isla 30 a 42, tak tedy i jejich nejvétsiho
spoleéného délitele 6. Pro kazdou z moznosti d € {1,2,3,6} jiz snadno dopoc¢itame
hodnoty a = 30 — d resp. b = 42 — d a provérime, zda d je skutecné jejich nejvétsi
spole¢ny délitel (a,b):

a b (a,b)
29 41 1
28=22.7 40=2%.5 4
27 =33 39 =313 3
24=2%.3 36=22-32 12
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Hodnoty v prvnim a poslednim sloupci tabulky se rovnaji pouze prod =1 a d = 3,
proto feSenim tulohy jsou dvojice a = 29, b = 41 a dvojice a = 27, b = 39.

Jiné reSeni. Nejvétsi spolecny délitel d ¢isel a a b neprevysSuje ani jedno z téchto
¢isel. Proto d = 30 — a < a, z ¢ehoz vyplyvd 15 < a. Na druhé strané, 1 < d =
= 30 — a, coz po upravé dava nerovnost a < 29. Ted uz jen stacéi vyzkouSet hodnoty
a € {15,16,...,29},' k nim dopo¢itat b = a + 12 (jak plyne z rovnosti 30 — a = 42 — b)
a proverit, které dvojice maji nejvétsiho spolecného délitele d rovného ¢islu 30 — a =
=42 —b.

a b d 30—a a b d 30—a a b d 30—a
15 27 3 15 20 32 4 10 25 37 1 5
16 28 4 14 21 33 3 9 26 38 2 4
17 29 1 13 22 34 2 8 27 39 3 3
18 30 6 12 23 35 1 7 28 40 4 2
19 31 1 11 24 36 12 6 29 41 1 1

Jiné feSeni. Cislo d je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b, pravé kdyz pro vhodna
nesoudélnd ¢isla k, [ plati rovnosti @ = kd a b = ld. Dosadme do nich vyjadfeni ¢isel a
a b ze zadanych podminek d = 30 —a a d = 42 — b. Dostaneme rovnosti 30 — d = kd
a 42 — d = ld, které prepiseme takto:

30=(k+1)d a 42=(1+1)d.

Odtud plyne tméra 5: 7= (k+1) : (I + 1), a vzhledem k nesoudélnosti ¢isel 5 a 7 tak
pro vhodné prirozené n musi platit k+1 = 5n a [+ 1 = Tn. Obé rovnosti s ¢isly 30 a 42
se pak redukuji na jedinou rovnost, totiz 6 = nd.

Nesoudélna ¢isla k = 5n — 1 a [l = 7n — 1 nemohou byt obé sudé, tudiz sudé musi
byt naopak ¢islo n. Rovnost 6 = nd tak ptripousti pouze hodnoty n = 2 a n = 6. Pro
n = 2, kdy d = 3, vychazeji skutecné nesoudélna cisla £ = 9 a [ = 13, kterym tak
odpovida prvni feseni tlohy a = kd = 27 a b = ld = 39. Podobné druhé feseni, tvorené
(tentokrat nesoudélnymi) ¢isly a = 29 a b = 41, dostaneme pro n = 6, kdy totiz d = 1.
Za uplné feseni udélte 6 bodti. Za nalezeni kazdého z obou feSeni udélte po 1 bodu, za omezeni diskuto-

vanych pfipadt na konecény pocet udélte dalsi bod a za jejich provérku podle miry aplnosti a numerické
bezchybnosti nejvyse 3 body.

! Podobné miZeme vymezit mozné hodnoty b, jichz je vsak (o néco) vice: b € {21,22,...,41}.
Samoziejmé je mozné i bez tvahy z prvnich dvou vét feSeni rovnou pracnéji vyzkouset vsechny
hodnoty a € {1,2,...,29} ¢i b€ {1,2,...,41}.



2. Konvexni osmitthelnik ABCDEFGH mé vsechny strany stejné dlouhé a protéjsi
dvojice stran rovnobézné. Uvazme body X, Y, Z takové, ze ¢tyfuhelniky ABC X,
DEFY, GHAZ jsou rovnobézniky. Dokazte, ze XZ 1 AY. (Josef Tkadlec)

Reseni. Oznacme d délku strany uvazovaného osmithelniku ABCDEFGH . Pte-
devsim si uvédomme, Ze vSechny tfi zminéné rovnobézniky ABCX, DEFY , GHAZ jsou
dokonce kosoétverce, nebot vzdy dvé jejich sousedni strany jsou stranami uvazovaného
osmithelniku, a maji tudiz stejnou délku (obr. 1). Staci tedy dokazat, ze i AXY Z je ko-
soctverec, protoze pak by z kolmosti jeho thlopricek hned plynulo pozadované tvrzeni,
ze X7 1 AY.

Obr. 1

Ctytthelniky ABCX i DEFY jsou koso¢tverce a navic protilehlé strany AB a EF
osmithelniku ABCDEFGH jsou rovnobézné a stejné dlouhé, proto jsou rovnobézné
a stejné dlouhé i strany XC a Y D, coz znamend, ze ¢tyruhelnik XC'DY je rovnobéz-
nik se shodnymi sousednimi stranami (|XC| = |CD| = d), takze XCDY je zaroven
kosoctverec.

Uplné stejné dokazeme, Ze i ctyfihelnik GZY F je kosoétverec (Gtyithelniky HAZG
a DEFY jsou kosoctverce a protilehlé strany HA a ED osmithelniku ABCDEFGH
jsou rovnobézné a stejné dlouhé, tudiz |GZ| = |FY | =d = |GF)).

Je tedy |ZY| = |GF| = d = |CD| = | XY, takze ¢tyrthelnik AXY Z ma vSechny
strany stejné dlouhé, tudiz je kosoctverec, jak jsme chtéli dokazat.

Pozndmka. Poté, co jsme dokazali, ze ¢tyithelnik XC DY je kosoctverec, mohli jsme
analogicky postup pouzit i na dvojici koso¢tverci HAZG a XCDY s rovnobéznymi
stranami HG a C'D téze délky d, a dostat tak rovnou, Ze rovnobéznik AXY Z mezi nimi
je kosoctverec.

Jiné reSeni. Uvedeme postup bez uziti poznatku, ze XCDY a GZY F jsou koso-
¢tverce. Vystacime se zdtivodnénim, ze se jedné o dva rovnobézniky.

Uvédomme si, ze tsecky YD, FE, AB a XC jsou rovnobézné a stejné dlouhé.
To znamend, ze XCDY je rovnobéznik, a tudiz tsecky XY a CD jsou rovnobézné.
Protoze navic CD || GH || AZ, je také XY || AZ. Podobné zdtuvodnime, ze GZY F
je rovnobéznik a ze ZY || AX. Dohromady tak dostdvame, ze AXY Z je rovnobéznik.
Protoze také ABCX a AZGH jsou rovnobézniky, jsou obé délky |AX| a |AZ]| rovny



délce strany daného osmithelnika. Rovnobéznik AXY Z je tudiz kosoctverec a z kolmosti
jeho uhlopricek plyne dokazované tvrzeni.

Poznamka. Z ptredchoziho Teseni je vidét, ze zavér ulohy plati i pro obecnéjsi kon-
vexni osmithelnik ABCDEFGH. Staci, aby kazdé dvé jeho protéjsi strany byly stejné
dlouhé a rovnobézné a aby navic stejné dlouhé byly i sousedni strany BC' a C'D (obr. 2).
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Za Uplné feseni udélte 6 bodda.

P¥i postupu z prvniho feseni udélte 3 body za zdivodnéni, ze XCDY nebo GZY F je kosocltverec,
celkem 4 body za oba tyto kosoltverce, dalsi bod za vysvétleni, pro¢ AXY Z je kosoctverec, a za
konstatovani kolmosti jeho tihlopticek posledni bod.

P1i postupu z druhého feseni udélte 1 bod za zduvodnéni, ze XC DY nebo GZY F je rovnobéznik,
celkem 2 body za oba tyto rovnobézniky, po 1 bodu pak za dikazy relaci XY || AZ a ZY || AX,
dal$i bod pak za vysvétleni, pro¢ rovnobéznik AXY Z je kosoctverec, a za konstatovéni kolmosti jeho
uhlopricek posledni bod.

Pokud resitel bez dikazu z obrazku usoudi, Ze ¢tyfahelnik AXY Z je kosoctverec, udélte 2 body
(za nepodlozené zjisténi, ze je to rovnobéznik, bod neudélujte).

Pokud fesitel bez ditkkazu z obrazku usoudi, ze ¢tyfihelnik XCDY (nebo symetricky FGZY') je
kosoétverec a o étyftuhelniku AXY Z se vibec nezmini, udélte 2 body (resp. 1 bod, pokud tvrdi, ze je
to rovnobéznik).



3. Kolik trojmistnych ¢isel ma tu vlastnost, ze vyskrtnutim nékteré cislice dostaneme
dvojmistné ¢islo, které je druhou mocninou néjakého celého ¢isla? (Zapisy typu 07
nepovazujeme za dvojmistna ¢isla.) (Tomds Bdrta, Tomas Jurik)

Reseni. Oznac¢me ¢dislici, kterou z hledaného trojmistného ¢isla Skrtame, jako x
a vysledné dvojmistné ¢islo jako ab (a # 0). Dvojmistna éisla, kterd jsou druhymi
mocninami celych ¢isel, jsou pouze ¢isla z mnoziny

M = {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

Pokud jsme vyskrtli prvni éslici, tedy z ¢isla zab jsme dostali éislo ab, hodnota &islice
muze byt od 1 po 9 (puvodni ¢islo je trojmistné, proto x # 0). Takovych ¢isel je 9 - 6,
protoze mame 9 moznosti pro &islici z a 6 moznosti pro éslo ab z mnoziny M. Pokud jsme
vyskrtli prostfedni nebo posledni ¢islici, mame v obou ptipadech 10 - 6 moznosti, nebot
¢islice = muze byt v téchto pfipadech libovolna od 0 do 9. Celkové to je (9 + 10 + 10) - 6 =
= 174 moznosti, kterymi miizeme z néjakého trojmistného c¢isla dostat dvojmistné cislo
z mnoziny M.

Uloha se ale pté na podet trojmistnych ¢isel a my jsme néktera éisla mohli zapodcitat
vicekrat. Jedno ¢islo mtzeme zapocitat nejvyse trikrat, protoze mame pouze tfi moznos-
ti, kterou cislici vyskrtneme. Prozkoumejme nejprve, kolik ¢isel jsme zapocitali dvakrat,
jako napriklad c¢islo 116, v némz dvéma moznostmi mtzeme vyhovujicim zptisobem
skrtat cifry (prvni a prostfedni).

Dvakrat jsme mohli zapoéitat pouze ¢isla tvaru aab, abb nebo takové ¢&islo abce
s riiznymi éislicemi, ze dvé z vyslednych ¢isel ab, @, be lezi v mnoziné M. Protoze kazdé
¢islo ab z mnoziny M mé rizné &islice, je z néj mozné vytvorit dvé takova ¢isla — aab
a abb. Téchto ¢isel je dohromady 6 - 2. Cisel typu abe je 6, nebot to jsou ta &isla, ktera
ve svém zapisu obsahuji dvé rtizna ¢isla z mnoziny M se spole¢nou ¢islici, a postupnym
probranim takovych dvojic z M zjistime, ze jde o ¢isla 816, 649, 136, 316, 164 a 364.

Nyni jesté ukdZeme, Ze jsme zadné c¢islo nemohli zapocitat trikrat, tj. ze bychom
po vyskrtnuti libovolné jeho c¢islice dostali néjaké ¢islo z mnoziny M. K tomu si staci
uvédomit, Ze jedinymi kandidaty na trojnasobné zapocitani je 18 ¢isel nalezenych v pred-
chozim odstavci, nacez vyskrtanim cislic zjistime, Ze Zadné z nich nevyhovuje. Anebo
muzeme neexistenci takového trikrat zapocteného c¢isla dokézat sporem:

Pfipustme existenci ¢isla def (nékteré jeho éislice mohou byt stejné) s vlastnosti,
7e Cisla de, ef i df lezi v mnoziné M. Cislice d a e se nemohou rovnat, protoze ¢islo de
se dvéma stejnymi ¢islicemi se v mnoziné M nenachazi. Tedy dvé rtzné ¢isla ef a df
z mnoziny M maji posledni ¢islici stejnou, coz jak vidime, mtze byt pouze cislice 6.
Jedinou moZnosti v tom p¥ipadé je, ze ¢isla ef a df jsou v néjakém potadi ¢isla 16 a 36.
Nakonec by &islo de muselo byt 13 nebo 31, ani jedno vSak do mnoziny M nepatii. Zadné
¢islo jsme tedy nemohli zapocitat tiikrat.

Hledany pocet cisel je 174 — 12 — 6 = 156.

Jiné feSeni. Dvojmistna c¢isla, kterd jsou druhymi mocninami celych ¢isel, jsou
pouze ¢isla z mnoziny
M = {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

Pro zvolené dvojmistné ¢islo nazveme jeho potomkem trojmistné cislo, které vznikne
pridénim jedné cislice. Hledana trojmistné c¢isla jsou potomky ¢isel z M. Nejdrive spo-
¢itame pocet potomkti jednoho ¢isla z M, napriklad cisla 16.
Pocitani potomk cisla 16 rozd€lime na tti kroky podle toho, kam ¢islici pridavame.
V kazdém kroku najdeme 9 novych potomkit, coz nam da celkové 3 - 9 = 27 potomkii.
1. Pridavame pred dvojcisli 16 — muzeme pouzit kteroukoliv z ¢islic 1 az 9.



2. Pridavame mezi cislice 1 a 6 — muzeme pouzit kteroukoliv z cislic 0 az 9 kromé

C¢islice 1, protoze potomka 116 uz jsme zapocitali v predchozim kroku.

3. Priddavame za dvojcisli 16 — miizeme pouzit kteroukoliv z ¢islic 0 az 9 kromeé

Cislice 6, protoze potomka 166 uz jsme zapoditali v predchozim kroku. (Potomek

z tohoto kroku se jisté lisi od potomka z 1. kroku, protoze maji riiznou prostiedni

Cislici.)

Zopakovanim analogické tivahy najdeme 27 potomki ke kazdému cislu z M, coz
dohromady dava 6 - 27 = 162 potomki. Nékteri potomci ovS§em mohou mit vice nez
jednoho rodice z M. Naprtiklad ¢islo 816 ma za rodice jak ¢islo 16, tak ¢islo 81. Pokud maji
nékterd dve cisla z M stejného potomka, maji spolecnou aspon jednu cislici. Nakreslime
schéma, v némz jsou c¢isla z M spojena, pokud sdileji ¢islici.

81——16 25

/\

36——64——49

Pro kazdou spojenou dvojici spo¢itame pocet spoleénych potomki. Dvojice (81, 16),
(16,64), (36,64), (64,49) maji spole¢ného jednoho potomka (postupné 816, 164, 364
a 649), protoze nutné sdileji jeho prostiedni ¢islici. Dvojice (16,36) mé spoleéné dva
potomky (136 a 316), protoze nutné sdili jejich posledni ¢islici. Uréenych Sest spole¢nych
potomkt je navzajem riznych, a proto zadny z nich nema vice nez dva rodice, tudiz
se kazdy z nich v po¢tu 162 potomkii objevi dvakrét (jednou za kazdého rodice), takze
celkem mame 162 — 6 = 156 rtiznych potomkd.

Za Gplné feseni udélte 6 boda.

P¥i postupu z prvniho feSeni ohodnotte 3 body tiplné zdtvodnéni 174 moznosti pro konstrukci éisel
bez tuvahy, Ze nékterd z nich jsou zapocitana vicekrat, z toho 1 bod dejte za spravné urceni 6prvkové
mnoziny M dvojmistnych ¢isel a zbylé 2 body za vypocet (9 + 10 + 10) - 6 = 174. Zbyvajici 3 body
rozdélte na 1 bod za 12 cisel typu aab a abb, 1 bod za Sest trojmistnych ¢isel s riznymi cislicemi, z nichz
je mozné dvéma zpusoby dostat druhou mocninu celého ¢isla, a posledni bod za zdvodnéni, ze zadné
¢islo nemohlo byt zapocteno tiikrat, a dokonceni vypoctu.

P#i postupu z druhého fesSeni ohodnotte 4 body tplné zdivodnéni 162 moznosti pro konstrukci
potomkt bez tvahy, Ze jsou zapocitani podle poctu svych rodi¢d, z toho 1 bod za urceni mnoziny M
a 3 body za vypocet 6 - (9 4+ 9+ 9) = 162. Zbylé 2 body udélte za vyhledani vSech 6 potomku, ktefi
maji vice nez jednoho rodice, konstatovani, ze jde vzdy o rodice dva, a dokonceni vypoctu.



4. Pro nezaporna realna cisla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 1. Najdéte nejvétsi a nejmensi
moznou hodnotu vyrazu

2 2 2
(@+b)*+ (b+c)” + (c+a). (Jdn Mazdh)

Reseni. Vsimnéme si, ze vyraz a+b+c obsahuje pouze prvni mocniny proménnjrch,
a vyraz, se kterym mame dale pracovat, obsahuje jejich druhé mocniny. Roznasobenim
a upravou vyrazu V ze zadani dostaneme

V=(a+b>+0+c)?+(c+a)=2(a*+b*+c*) +2(ab+bc+ca) =
=a*+b°+c*+1, (1)

neboft
a®> + 0>+ +2(ab+bc+ac) = (a+b+c)? = 1. (2)

Cisla a, b, c jsou nezaporna, tudiz i vyraz ab-+bc+ac je nezaporny, a tak z rovnosti (2)
plyne odhad
a® + 0%+ <a® + b2+ 2 +2(ab+ be + ac) = 1.

Po dosazeni do vztahu (1) dostavame, Ze nejvétsi moznéd hodnota vyrazu V je 2, jez
vyjde proa=1,b=c=0.
7 tlohy domaciho kola vime, Ze plati nerovnost

ab+ be + ac < a? +b* + 2, (3)
kterou dostaneme roznasobenim a tpravou ziejmé nerovnosti
0= (a—0)*+(b—c)*+(c—a)
Dosazenim dvojnasobku nerovnosti (3) do rovnosti (2) dostaneme odhad
1=a*+b%+c*+2(ab+bc+ac) < 3(a® +b* + ).

Odtud pro hodnotu vyrazu V plyne odhad

1 4
V:a2+b2+c2+1§§+1:§,

pricemz této hodnoty dosdhne dany vyraz proa =0 =c = %

Jiné feSeni. Ozna¢me x = a+ b, y = b+ ¢, z = ¢ + a. Ze zadani plyne rovnost
r4+y+z=2(a+b+c) =2, za kterézto podminky hleddme nejvétsi a nejmensi hodnotu
vyrazu V = 2% 4+ y2 + 22

Podle zndmé nerovnosti 2 + y? + 2% = zy + yz + 2z plati

3V =32+32+32 22>+ + 22 + 2wy +yz +22) = (x +y + 2)? =4,

a proto V. = %, pfi¢emz rovnosti dosdhneme napiiklad pro z = y = z = 2 neboli

3
a=b=c=z.

P1i hledani nejvétsi mozné hodnoty zadaného vyrazu nam bude stacit vyuzit ne-
zépornost &isel a, b, c. Cisla x, y, 2z jsou stejné jako &isla a, b, ¢ nezdporna a nejvyse
rovna jedné (kazdé z nich je dle definice nejvyse rovno souctu a+ b+ c = 1). Proto plati
2?2 <z, y? <y, 22 < 2. Po seéteni téchto nerovnosti dostdvame

oo|>-u||

V=ao?+y’+22<a+y+2=2,

pfi¢emz rovnosti dosdhneme napiiklad proa =1, b=c=0 (z =2=1, y =0).



Jiné reseni. UkaZeme jesté jeden postup, a to pouze pro urceni nejmensi hodnoty
zadaného vyrazu V.

Casto se stavé, Ze se minimum nebo maximum néjakého vyrazu, ktery je symetricky
v zastoupenych proménnych, dosahuje, pokud maji tyto proménné stejnou hodnotu.
V nasi tloze je proa =b=c = % hodnota daného vyrazu V rovna %. Zavedme proto
¢isla u, v, w vztahy

Potom z podminky a + b + ¢ = 1 ziejmé plyne u + v + w = 0, a proto navic

a+b:(u+%)+(u+%>:§+(u+v):§—w,

analogicky b+ ¢ = % —uwacH+a= % — v. Odtud dostavame

V=(a+b?+0+c)?+(c+a)?=
-G+ G-+ G- -
3
4

2\2 4
(—) —5-(u+v+w)+(u2+v2+w2):

nebot ¢éisla u?, v2, w? jsou nezapornd, pfitom rovnost v dokézané nerovnosti V > %

nastane, pravé kdyz plati u = v =w =0 nebolia =b=c= %

2

Jiné reseni. Pokud hledané hodnoty V = % a V = 2 zkusmo uhodneme, postaci
nam k vyreseni ulohy dokazat, ze pro libovolna nezaporna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnosti

4

3 (a+b+c)* S (a+0)?+ b+ +(cta)? <2 -(a+b+c)
Svedeme to rutinnim postupem — ekvivalentnimi Gpravami kazdé z obou nerovnosti.
Pro levou nerovnost tak postupné dostaneme

dla+b+c)? £3(a+b)*+3(b+c)* +3(c+a)?
4(a® + % + *) + 8(ab + be + ca) < 6(a® + b + ¢*) + 6(ab + be + ca),
0<(a—0b)*+(b—c)?+(c—a)

Nerovnost je dokézana, navic vidime, ze rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b = ¢

(= 3 v nasi uloze).

Jesté snazsi je postup pro druhou nerovnost, kterou na prvnim radku zopakujeme:

(a+0)*+(b+c)+(c+a)? <2 - (a+b+c)
2(a® +b* + ) + 2(ab + be + ca) < 2(a® +b* + ¢2) + 4(ab + be + ca),
0 = 2(ab+ bc+ ca).

Tentokrat v dokézané nerovnosti nastane rovnost, pravé kdyz vsechna tii nezaporna
¢isla ab, be, ca se rovnaji nule, tedy praveé kdyz aspon dveé z cisel a, b, ¢ jsou rovna nule
(v nasi tloze tehdy tvori trojici 0,0,1 v nékterém poradi).

Za Gplné Feseni udélte 6 bodu. Za nalezeni a zdivodnéni nejvétsi i nejmensi hodnoty udélte po 3 bodech.
Z Uplného zisku vsSak strhnéte po 1 bodu, pokud fesitel neuvede konkrétni priklad, kdy je dosaZena
nejmensi, resp. nejvétsi hodnota. Naopak po 1 bodu udélte za pouhé uvedeni nejmensi, resp. nejveétsi

hodnoty, pokud je ovSsem doloZena patficnym prikladem. Za uvedeni obou hodnot bez zdtivodnéni c¢i
prikladt udélte 1 bod.



