71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

/7 7/

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Na skolni zahradé hraje skupina Zdki hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve uloZil,
aby se rozdélili do trojic. Jeden Zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zdci se pak
meéli rozdélit do ctveric. Opét jeden Zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zaci meli rozdélit
do pétic, zase jeden Zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli Zaci rozdélili
do sestic. Dokazte, Ze opét jeden Zak prebyde. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.
D2.

D3.

D4.

D5.

Pro celd ¢isla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, ze pak pro libovolna celd ¢isla
k, | plati rovnéz n | ka + b (specidlné napiiklad n |a+ban | a —b).

Pro celd ¢isla n, a, b, kde a, b jsou nesoudélnd, plati a | n a b | n. Dokazte, ze
pak plati také ab | n.

Mame vyjit nékolik schodi. Kdybychom je brali po dvou, jeden ztstane. Kdy-
bychom je brali po tiech, také ztistane jeden. Dokazte, Ze rovnéz tak to dopadne,
kdyz schody budeme brat po Sesti.

Necht v dalsim textu nsn(...) zna¢i nejmensi spoleény nasobek skupiny cisel
zapsanych mezi zavorkami.

Pro celd ¢isla n, a, b plati a | n a b | n. Dokazte, Ze pak plati také nsn(a,b) | n.

Pro celd ¢isla n, aq,...,ar plati a; | n pro kazdé i € {1,2,...,k}, Dokazte, ze
pak také plati nsn(ay, ..., ax) | n.

Je dano prirozené ¢islo m 2 5 takové, ze Cislo m + 1 je délitelné aspon dvéma
prvocisly. Dokazte, ze zavér soutézni ulohy plati vSeobecnéji: Postupné pro
1 = 3,4,...,m zaky rozdélujeme do i-tic, vidy jeden zdk zbude a toho z dalsi
hry vylouc¢ime. Pak i pti nasledném rozdélovani na (m + 1)-tice jeden zék zbude.
(Ptavodni dlohu dostaneme volbou m = 5).

Dokazte, ze pokud bychom v tloze D3 povolili, aby ¢islo m 4+ 1 bylo délitelné
jen jednim prvocislem, tak zavér obecné neplati: Existuje takové n, ze prvnich
m rozdéleni probéhne se zadanym vysledkem, avsak pri nasledném rozdélovani
zéakt do (m + 1)-tic se nestane, ze by zbyl jeden zak.

Najdéte nejvetsi prirozené ¢islo d, které ma tu vlastnost, ze pro libovolné prirozené

¢islo n je hodnota vyrazu V(n) = n* + 11n? — 12 délitelnd &islem d.
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2. Urcete vsechny ctverice ruznych dvojmistniych prirozenych cisel, pro které zdroven
plati:
(i) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 2, je 80.
(ii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 3, je 90.
(iii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 5, je 60.
(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Na tabuli jsou napsdna t¥i dvojmistnd (ne nutné riznd) ¢isla takovd, Ze soucet
téch s ¢islici 1 je 36 a soucet téch s ¢islici 5 je 40. Urcete tato tri ¢isla.

N2. Na tabuli jsou napsana navzajem riznad dvojmistna ¢isla takova, ze kazdé z nich
obsahuje ¢islici 5 a soucet vsech je 75. Urcete tato ¢isla (najdéte vsSechny
moznosti).

D1. Na tabuli je napsano 18 navzajem rtznych dvojmistnych ¢isel. Soucet téch, které
obsahuji ¢islici 1, je 593. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu téch cisel, které
obsahuji ¢islici 2.

D2. Najdéte viechna ¢tyfmistng ¢sla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
=1.

D3. Najdéte nejmensi ¢tyimistné ¢slo abed takové, ze rozdil (%)2 — (El)2 je troj-
mistné ¢islo zapsané tremi stejnymi ¢islicemi.

D4. Z ¢islic 0 az 9 vytvorime dvoumistné ¢isla AB, CD, EF, GH, I.J, pricemz kazdou
¢islici pouzijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika riznych hodnot mtize nabyvat
soucet AB+ CD + EF + GH + 1J a které hodnoty to jsou.

3. Uvnitr strany BC' libovolného trojuhelniku ABC' jsou dany body D, E tak, Ze |BD| =
= |DE| = |EC|, uvnitr strany AC body F, G tak, Ze |AG| = |GF| = |FC|.
Uvazujme trojuhelnik vymezeny useckami AE, GD, BF'. Dokazte, Ze pomér obsahu
tohoto trojuhelniku a obsahu trojuhelniku ABC md jedinou mozZnou hodnotu, a urcete
Ji. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DopPLNUJici ULOHY:

N1. Dokazte zndmou vétu o stredni pricce trojuhelniku: V trojihelniku ABC' oznac-
me M, N po tadé stfedy stran AB, AC. Pak tsecka M N je rovnobézna se
stranou BC' a ma oproti ni polovi¢éni délku.

N2. Dokazte znamou vétu o stredni pricce lichobézniku: V lichobézniku ABCD,
ve kterém AB || CD, ozna¢me M, N po tadé stiedy ramen BC, AD. Pak
usecka M'N je rovnobézna se zdkladnami AB, C'D a jeji délka je rovna arit-
metickému priameéru obou jejich délek.

N3. Je dén lichobéznik ABCD, pro jehoz zakladny AB a CD plati |AB| = 2|CD|.
Dokazte, Ze jeho stredni pricka je jeho tihloptickami rozdélend na tii stejné dlouhé
useky.

N4. V trojuhelniku ABC' lezi bod K na strané AB a bod L na strané AC tak,
ze 2|AK| = |BK| a 2|AL| = |CL|. Ozna¢me P prusecik tseéek BL a CK.
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D1.

D2.

D3.

D4.

Vyjadrete vzdalenost bodu P od ptimky BC' pomoci vzdélenosti v bodu A od
téze primky BC.

Je dan rovnobéznik ABC'D. Necht E, F, G, H jsou po tadé stfedy jeho stran
AB, BC, CD, DA. Primky BH a AC se protinaji v bodé I, ptimky BD a EC
v bodé J, primky AC' a DF v bodé K, ptimky AG a BD v bodé L. Dokazte, ze
¢tytuhelnik IJK L je rovnobéznik.

body F a F tak, ze ¢tyithelnik TECF je rovnobéznik. Dokazte, ze tsecky AC
a BC' déli tsecku EF na tii shodné casti.

Je dan trojuhelnik ABC', v némz D, E jsou po radé stredy stran BC', AB. Necht
F je stfed usecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |AG| = 3|CG].
Dokazte, ze prusecik primek DF a GE lezi na té rovnobézce s primkou BC|, ktera
prochazi bodem A.

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Necht body D a E jsou paty kolmic po radé
z bodi B a C na osu vnéjstho tthlu BAC. Oznacme F' prusecik tisecek BE a CD.
Dokazte, ze primka AF je kolm& na primku DFE.

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kaZdém radku aZ na
jeden je roven nule a zdroven soucet cisel v kazZdém sloupci azZ na jeden je roven nule.
Urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel v tabulce. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Do jednoho tadku je zapsano 71 ¢isel. Kazdé z nich je 1 nebo —1 a pritom
soucet kazdych deseti sousednich ¢isel je roven 0. Dokazte, Ze prvni ¢islo se rovna
poslednimu ¢islu, a urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel.

Tabulka 5 x 4 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém ctverci 2 x 2
je roven 0. Urcete nejveétsi mozny soucet vsech ¢isel v tabulce.

Pro ktera d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik poli¢ek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém radku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?
Je mozné vyplnit ¢tvercovou tabulku ¢isly 1 a —1 tak, aby soucet cisel v néjakém
sloupci byl sudy a jiném sloupci byl lichy?

Je mozné vyplnit tabulku 10 x 10 ¢isly 1 a —1 tak, aby v kazdém radku byl soucet
¢isel stejny a v kazdém sloupci byl jiny?

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze v aspon 9 tadcich je soucet cisel
kladny. a) Dokazte, ze v aspon jednom sloupci je soucet ¢isel kladny. b) Plati
stejny zaver i za slabsiho predpokladu, ze soucet ¢isel je kladny v aspon 8 radcich?
Urcete, pro kterd prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 2 a —1 tak,
aby soucet vSech ¢isel v kazdém tadku i kazdém sloupci byl roven 0.

Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n lze ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz pole
jsou obarvena jako pole sachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:
(i) soucet vsSech ¢isel v kazdém tadku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0;
(ii) soucet ¢isel na vsech ¢ernych polich tabulky se rovnd souctu ¢isel na vsech
jejich bilych polich.

Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1, 2 a —3 tak,
aby soucet ¢isel v kazdém tadku i kazdém sloupci byl roven 0.

3



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

5. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC' a uvnitr jeho strany AB bod D. Na poloprimce
opacné k BC uvazme bod E takovy, ze |CD| = |DE|. Dokazte, Ze plati |AD| = |BE|.
(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V situaci ze soutézni tlohy najdéte dvé dvojice shodnych thlt velikosti mensich
nez 60°.

N2. V situaci ze soutézni tlohy najdéte priklad dvou trojihelnikti, oznacme je K LM
a K'L' M, které spliiuji tyto podminky: |LM| = |L'M'|, |*x KML| = |xK'M'L/|
a |XLKM|+|«<L' K'M’'| =180°. Poté dokazte, Ze z téchto t¥{ obecné zapsanych
podminek plyne rovnost |KL| = |K'L'|.

D1. V trojuhelniku ABC oznacme M stied strany BC', N stied téznice AM a P pri-
se¢ik polopfimky BN se stranou AC'. Urcete pomér |AP|: |PC].

D2. V trojuhelniku ABC' je bod M stfedem strany BC'. Bod K lezi na téznici AM
a plati |CK| = |AB|. Bod L je prisecik polopfimky C'K se stranou AB. Dokazte,
ze trojuhelnik AK L je rovnoramenny.

D3. Necht D, E znadci po tadé stfedy stran AB, BC' trojuhelniku ABC a F' je stfed
usecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli tsecku EF.

D4. V rovnoramenném trojihelniku ABC se zékladnou BC o stfedu D ozna¢me M
stred téznice AD a P patu kolmice z bodu D na primku BM. Dokazte, Ze
AP 1 PC.

D5. Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE, v némz M je pata kolmice z vrcholu D
ke strané AB. Prusecik osy usecky DM s primkou AC' oznac¢me K. Dokazte, ze
thel AK D je pravy.

6. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu a+b+c+d, kde a, b, ¢, d jsou prirozend cisla
splnugici rovnost

(a* = 0*)(* — &%) + (b* — d*) (¢® — a®) = 2021.
(Méria Doményové, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Pro pfirozena cisla a, b, ¢, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcete vSechny mozné
hodnoty jejich souctu.

N2. Pro pfirozend ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) + be = 143. Urcete vSechny mozné
hodnoty |b — ¢|.

D1. V kazdém policku tabulky 2 x 2 je napsano prirozené ¢islo. Sec¢teme-li soucin ¢isel
v prvnim sloupci, soucin c¢isel ve druhém sloupci, soucin ¢isel ve prvnim radku
a soucin ¢isel ve druhém radku, dostaneme vysledek 2021. a) Urcete vSechny
mozné hodnoty souétu vsech ¢tyt cisel v tabulce. b) Najdéte pocet tabulek
splnujicich zadéani, které obsahuji ¢tyti navzajem rizna cisla.

D2. Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené cislo. Ke kazdému jejimu vrcholu
je pripsan soucin tii ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pti vrcholech
je 1001. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténach.
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D3. Urcete pocet vsech trojic prirozenych cisel a, b, ¢, pro ktera plati a + ab + abc +
+ ac + c = 2017.

D4. Na tabuli je napsédno pét (ne nutné riznych) prvodcisel, jejichz soucin je 105krat
vétsi nez jejich soucet. Urcete tato prvocisla.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.
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1. Na skolni zahradé hraje skupina Zdaki hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve uloZil,
aby se rozdélili do trojic. Jeden Zik prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zdci se pak
meli rozdélit do ctveric. Opét jeden Zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zaci meli rozdelit
do pétic, zase jeden Zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli Zaci rozdélili
do sestic. Dokazte, Ze opet jeden Zik prebyde. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro celd cisla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, Ze pak pro libovolna celd ¢isla
k. 1 plati rovnéz n | ka + Ib (specidlné naptiklad n | a+ban | a —b). [Podminky
n | a an | bznamenaji existenci celych ¢isel ', b’ takovych, 7ze a = a'n a b = V'n.
Potom ak + bl = a'nk + V/nl = n(a’k + 'l), coz znamend, 7e n | ka + [b.]

Pro celd ¢isla n, a, b, kde a, b jsou nesoudélna, plati a | n a b | n. Dokazte, ze pak
plati také ab | n. [Pro libovolné prvocislo p oznac¢me ay, by, n, exponenty mocnin
prvocisla p v rozkladech c¢isel a, b, n na prvocinitele. Nasim cilem je dokazat
nerovnost a, + b, < n,. To je snadné: diky nesoudélnosti a, b je v souctu a, + b,
aspon jeden sc¢itanec roven nule a pritom podle zadani plati a, < n, i b, < ny,.]
Mame vyjit nékolik schodi. Kdybychom je brali po dvou, jeden zistane. Kdy-
bychom je brali po tfech, také ztistane jeden. Dokazte, Ze rovnéz tak to dopadne,
kdyz schody budeme brat po Sesti. [Necht n je pocet schodu. Podle prvni pod-
minky plati 2 | n — 1, podle druhé 3 | n — 1. Jelikoz 2 a 3 jsou nesoudélné ¢isla,
podle vysledku tlohy N2 plati rovnéz 6 | n — 1, a to je dokazované tvrzeni.|
Necht v dalsim textu nsn(...) zna¢i nejmensi spoletny néasobek skupiny cisel
zapsanych mezi zavorkami.

Pro celd ¢isla n, a, b plati a | n a b | n. Dokazte, Ze pak plati také nsn(a,b) | n.
[Postupujeme podobneé jako v tloze N2: Jsou-li a,, by, n, pfislusné exponenty, pak
z nerovnosti a, < n, a b, < n, mame max(ay, b,) < n,, kde ovSem max(ay, b,)

je zfejmé exponent prvocisla p v rozkladu ¢isla nsn(a, b).|

Pro celd ¢isla n, aq, . .., a plati a; | n pro kazdé i € {1,2,..., k}, Dokazte, Ze pak
také plati nsn(ay, ..., ax) | n. [Postupujte analogicky jako pti feseni tlohy D1.]
Je déno prirozené ¢islo m = 5 takové, ze ¢islo m + 1 je délitelné aspon dvéma

prvocisly. Dokazte, ze zavér soutézni ulohy plati vSeobecnéji: Postupné pro
1 = 3,4,...,m zaky rozdélujeme do i-tic, vzdy jeden zdk zbude a toho z dalsi
hry vylouc¢ime. Pak i pti nasledném rozdélovani na (m + 1)-tice jeden zék zbude.
(Puvodni ulohu dostaneme volbou m = 5). [Necht n je pocet zaki. Podminku, co
se stane v i-tém kroku, zapiSeme jako i | n — i + 2, coz je ekvivalentni s i | n + 2.
Podle vysledku tlohy D2 to znamend, Ze nsn(3,4,...,m) | n+ 2. Jelikoz je ¢islo
m + 1 délitelné aspon dvéma prvocisly, 1ze ho zapsat ve tvaru m +1 = a - b
s dvéma nesoudélnymi ¢isly a < m a b < m. Kazdé z ¢isel a, b urcité déli céislo
nsn(3,4,...,m) (ikdyZ je a = 2 nebo b = 2), tedy i ¢islo n+2. To (podle vysledku
N2) znamend, ze také plati m + 1 =ab | n + 2.]

Dokazte, ze pokud bychom v tloze D3 povolili, aby ¢islo m 4+ 1 bylo délitelné
jen jednim prvocislem, tak zavér obecné neplati: Existuje takové n, ze prvnich
m rozdéleni probéhne se zadanym vysledkem, avsak pri nasledném rozdélovani
zakt do (m-+1)-tic se nestane, ze by zbyl jeden zak. [Vyuzijeme poznatku z feseni
tlohy D3. Vyberme n = nsn(3,4,...,m) — 2. Protoze ziejmé n > m — 2, takze
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D5.

n+2—m > 0, a zdroven pro kazdé i = 3,4,... ,mplati¢ | nsn(3,4,...,m) = n+2,
postupna rozdéleni do ¢-tic pro takova i pozadovanym zptisobem probéhne
a rozd¢lovani do (m + 1)-tic se poté bude jesté ucastnit n + 2 — m zdku.
Je-li oviem m + 1 = p*, kde p je prvodislo a k = 1 je celé &slo, pak &slo
n+ 2 = nsn(3,4,...,m) uz nebude délitelné ¢islem m + 1, protoze v rozkladu
takového ¢isla n + 2 se prvodislo p vyskytuje pouze v mocniné p*~!. Takze
rozdéleni do (m + 1)-tic ve vysledku s jednim zbylym zékem neprobéhne. |

Najdéte nejvetsi prirozené ¢islo d, které ma tu vlastnost, ze pro libovolné prirozené
¢islo n je hodnota vyrazu V(n) = n* + 11n? — 12 délitelnd &slem d. [66-C-1-2]

2. Urcete vSechny ctverice riznych dvojmistnych prirozenych cisel, pro které zdroven
plati:
(i) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 2, je 80.
(i) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 3, je 90.
(iii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 5, je 60.

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicCI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Na tabuli jsou napséna tfi dvojmistna (ne nutné riznd) ¢isla takova, ze soucet
téch s ¢islici 1 je 36 a soucet téch s ¢islici 5 je 40. Urcete tato tii ¢isla. [15, 21, 25.
Zamérme se na zadany soucet 40. Protoze toto ¢islo nema cislici 5, nemiize to byt
ani ,soucet” jednoho, ani vsech tii ¢isel napsanych cisel, ktera by musela koncit
c¢islici 5, nebot jsou mensi nez 50; musi jit tedy o soucet dvou ¢isel koncicich
Cislici b, tedy nutné ¢isel 15 a 25. Zbylé treti ¢islo musi s ¢islem 15 davat zadany
soucet 36, takze jde o ¢islo 21 (které skutecné obsahuje éislici 1).]

Na tabuli jsou napsana navzajem rizna dvojmistna cisla takova, ze kazdé z nich
obsahuje ¢islici 5 a soucet vsech je 75. Urcete tato ¢isla (najdéte vsSechny
moznosti). [Bud jedno ¢islo 75, nebo dvé ¢isla 50 a 25, nebo tii ¢isla 15, 25 a 35.
Je-li napsané cislo jedno, tak je to samo ¢islo 75. Jsou-li napsana cisla dveé, tak
¢islici 5 muze jen jedno ¢islo zacinat a jen jedno koncit, mame tedy 75 = 5% + %5,
coz je jediné 50 + 25. Jsou-li napsana aspon tii ¢isla, tak soucet vsech je aspon
15 + 25 4 35 = 75; jsou to proto praveé tii ¢isla, a to 15, 25 a 35.]

Na tabuli je napsano 18 navzdjem riznych dvojmistnych ¢isel. Soucet téch, které
obsahuji ¢islici 1, je 593. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu téch cisel, které
obsahuji ¢islici 2. [Jedind hodnota je 33. Pocet vsech dvojmistnych ¢isel s ¢islici 1
je roven ¢islu 18 ze zadani ulohy, jsou to totiz ¢isla 10,11,...,19,21,31,...,91
a jejich soucet je roven pravé cislu 593 ze zadani tdlohy. Na tabuli jsou tedy
vSechna tato ¢isla a zadnd jind. Ta s ¢islici 2 jsou pravé 12 a 21.]

Najdéte vechna ¢tyFmistnd &sla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
= 1. [69-C-I-1]

Najdéte nejmensi ¢tyimistné ¢islo abed takové, ze rozdil (%)2 — (El)z je troj-
mistné ¢islo zapsané tfemi stejnymi cislicemi. [67-C-1-1]

7 cislic 0 az 9 vytvorime dvoumistna ¢isla AB, CD, EF, GH, I.J, pricemz kazdou
cislici pouzijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika rtznych hodnot muize nabyvat
soucet AB + CD + EF + GH + IJ a které hodnoty to jsou. [70- B[ 1]
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3. Uvnitr strany BC' libovolného trojuhelniku ABC' jsou dany body D, E tak, Ze |BD| =
= |DE| = |EC|, uvnitr strany AC body F, G tak, Ze |AG| = |GF| = |FC|.
Uvazujme trojuhelnik vymezeny useckami AE, GD, BF'. Dokazte, Ze pomér obsahu
tohoto trojuhelniku a obsahu trojuhelniku ABC md jedinou mozZnou hodnotu, a urcete

Jt.

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Dokazte znamou vétu o stredni pricce trojuhelniku: V trojihelniku ABC' oznac-
me M, N po tadé stfedy stran AB, AC. Pak tisecka M N je rovnobézna se
stranou BC' a mé oproti ni poloviéni délku. [Trojihelniky ABC a AMN jsou
podobné s koeficientem 1/2 (véta sus), takze plati |[MN| = |AB|/2 a thly
ABC,; AMN jsou shodné, odkud plyne M N || BC']

Dokazte zndmou vétu o stredni pricce lichobézniku: V lichobézniku ABCD,
ve kterém AB || CD, oznacme M, N po tadé stiedy ramen BC, AD. Pak
usecka M N je rovnobéznd se zakladnami AB, C'D a jeji délka je rovna arit-
metickému praméru obou jejich délek. [Uvazme stied K stied uhlopricky AC.
Pak MK a NK jsou stiredni pticky po radé trojuhelniki ABC a ACD, takze
(podle N1) jednak plati MK || AB || CD || NK, tudiz bod K lezi na usecce
M N rovnobézné se zédkladnami, jednak plati |[M K| = |AB|/2 a |[NK| = |CD|/2,
odkud |MN| = |MK|+ |[NK| = (|AB| + |CD])/2.]

Je dén lichobéznik ABCD, pro jehoz zakladny AB a C'D plati |AB| = 2|CD|.
Dokazte, ze jeho stredni pticka je jeho uhlopfickami rozdélend na tii stejné
dlouhé tseky. [Zachovejme oznaceni z FeSeni tlohy N2. Tam jsme ukézali, ze
stted K tuhlopricky AC' je jejim prusecikem se stfedni prickou M N a pritom
plati [MK| : [INK| = (|AB|/2) : (|CD|/2) = |AB| : |CD|. Analogicky musi
platit, ze stfed L thlopricky BD je jejim prusecikem se stfedni prickou NM
a pritom |ML|: |[NL| = |CD| : |AB|. Z podminky |AB| = 2 |CD| tak plyne, ze
body K, L déli usecku M N na tfi shodné useky.]

V trojtihelniku ABC' lezi bod K na strané AB a bod L na strané AC' tak,
ze 2|AK| = |BK| a 2|AL| = |CL|. Ozna¢me P prusecik tseéek BL a CK.
Vyjadrete vzdalenost bodu P od primky BC' pomoci vzdalenosti v bodu A od
téze primky BC. [v/2. Trojuhelniky ABC a AK L jsou podobné podle véty sus
s koeficientem 1/3, takze |KL| = |BC|/3, KL || BC a vzdalenost bodu A od
pfimky KL je v/3. Odtud pro neznamé vzdélenosti vy, vy bodu P po fadé od
piimek BC a K L plyne v1+vy = v—v/3 = 2v/3. Z podobnosti trojihelnika BC' P
a KLP (véta uu) ziskdme pro vy, vy druhou rovnici vy /vy = |KL|/|BC| = 1/3.
Nyni uz snadno vypocitdme v; = v/2 (a vy = v/6).]

Je dan rovnobéznik ABC'D. Necht E, F, G, H jsou po tadé stfedy jeho stran
AB, BC, CD, DA. Primky BH a AC se protinaji v bodé I, ptimky BD a EC
v bodé J, piimky AC' a DF v bodé K, primky AG a BD v bodé L. Dokazte,
ze ctyrthelnik IJKL je rovnobéznik. [Necht S je stied rovnobézniku ABCD.
Vsimnéme si, ze bod [ je tézistéem AABD a bod K je tézistém ABCD.
Proto |IS| = |SA|/3 = |SC|/3 = |KS|. Analogicky |SJ| = |SL|. Uhlopticky
c¢tytuhelniku IJKL se navzdjem pili, takze jde o rovnobéznik. Jiné feseni:
Uvazme stfedovou soumeérnost podle stfedu rovnobézniku ABCD. V ni se H

8



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

D2.

D3.

D4.

zobrazi na F a E na G. Prusecik [ tsecek BH a AC se proto zobrazi na
prusecik usecek DF a AC, tedy na K. Analogicky dokazeme, ze také .J se zobrazi
na L. Tim padem obrazem tusecky [.J je tsecka KL, takze IJKL je skutecné
rovnobéznik.|

body E a F tak, ze ¢tyrthelnik TECFE je rovnobéznik. Dokazte, ze tsecky AC
a BC déli tsecku E'F na tii shodné ¢asti. [70-C-1-5]

Je dén trojuhelnik ABC, v némz D, E jsou po radé stiedy stran BC, AB. Necht
F je stred usecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |AG| = 3 |CG|.
Dokazte, ze priisecik ptimek DF' a GE lezi na té rovnobézce s ptimkou BC', ktera
prochézi bodem A. [Navod. Uvazte dva pruseciky dotyéné rovnobézky: jednak
s primkou DF', jednak s primkou GFE. Tyto dva pruseciky splynou, pokud budou
mit stejnou vzdalenost od bodu A. Reseni: 70 C 11 3.]

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Necht body D a E jsou paty kolmic po radé
z bodi B a C na osu vnéjstho tthlu BAC. Oznacme F' prusecik tisecek BE a CD.
Dokazte, ze piimka AF' je kolmé na piimku DE. [Cilem je dokézat BD || AF.
K tomu staci ovétit, ze pro pricku AF v AEDB plati |AE| : |AD| = |FE|: |FB|.
Na to pouzijeme podobnost AABD ~ AACE a poté podobnost AFEC ~
~ AFBD, podle kterych postupné dostaneme |AE| : |AD| = |CE| : |[DB| =
= |FE| : |FB]|, a tudiz jsme hotovi. (CPSJ 2021)]

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kaZdém radku aZ na
jeden je roven nule a zdroven soucet cisel v kaZdém sloupci aZ na jeden je roven nule.
Urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel v tabulce. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Do jednoho tadku je zapsano 71 ¢isel. Kazdé z nich je 1 nebo —1 a pritom
soucet kazdych deseti sousednich ¢isel je roven 0. Dokazte, Ze prvni cislo se
rovnd poslednimu ¢islu, a urcete nejvétsi mozny soucet vsech ¢isel. [Prvnich 70
c¢isel rozdélime na 7 desetic se souctem nula. Soucet vSech ¢isel je tedy roven
poslednimu ¢islu. Podobné zjistime, ze soucet vsech ¢isel je roven prvnimu ¢islu,
kdyz uvazime rozdéleni na 7 desetic poslednich 70 ¢isel. Prvni i posledni ¢islo
se tedy rovnaji, a to souctu vsech cisel, ktery je tak nejvyse 1. Priiklad 71 cisel
1,—-1,1,...,—1,1 spliuje podminku tlohy a jejich celkovy soucet je roven 1, coz
je tedy hledany nejvétsi mozny soucet.]

Tabulka 5 x 4 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém ctverci 2 x 2
je roven 0. Urcete nejvétsi mozny soucet vSech ¢isel v tabulce. [Nejvétsi mozny
soucet je 4. Danou tabulku 5 x 4 (o péti radcich a ¢tyfech sloupcich) rozdélme
na horni radek 1 x 4 a ¢tyfi ¢tverce 2 X 2 s nulovymi soucty vepsanych cisel.
Soucet vsech cisel v tabulce je tedy roven souctu c¢isel v prvnim radku, takze
je nejvyse 4. Souctu rovného 4 dosahneme, pokud tabulku vyplnime tak, ze do
prvniho, tretiho a patého radku dame samé 1, zatimco do druhého a cétvrtého
radku ddme samé —1.]

Pro kterd d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém radku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?
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D1.

D2.

D3.

[Pro kazdé takové d: Pro dané d lze napiiklad obarvit policka, kterd na obrazku
obsahuji ¢isla nejvyse rovna d.

112(3|4]5]|6
6112345
51611234
4151611213 ]
3145612
21341561

Je mozné vyplnit ¢tvercovou tabulku ¢isly 1 a —1 tak, aby soucet ¢isel v néjakém
sloupci byl sudy a jiném sloupci byl lichy? [Ne. Ve ¢tvercové tabulce n x n je
v kazdém sloupci n ¢isel. Je-li a z nich rovno 1, je ostatnich n —a rovno —1, takze
soucet ¢isel v tomto sloupci je roven a — (n — a) = 2a — n. Toto ¢islo je sudé,
resp. liché, pravé kdyz je takové ¢islo n. Tedy vsechny soucty c¢isel v jednotlivych
sloupcich maji stejnou paritu. Jiné vysvétleni: Parita souctu ¢isel v daném sloupci
se nezméni, kdyz v ném kazdé ¢islo —1 zaménime cislem 1.]

Je mozné vyplnit tabulku 10 x 10 ¢isly 1 a —1 tak, aby v kazdém tadku byl
soucet Cisel stejny a v kazdém sloupci byl jiny? [Ano, viz obréazek, ve kterém jsou
obarvena policka s cislem 1.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze v aspon 9 fadcich je soucet ¢isel
kladny. a) Dokazte, ze v aspon jednom sloupci je soucet ¢isel kladny. b) Plati
stejny zaver i za slabsiho predpokladu, ze soucet ¢isel je kladny v aspon 8 radcich?
[a) Nejmensi mozny kladny soucet v fadku je 2. Soucet vSech ¢isel v tabulce je
tedy aspon 9 x 2 — 10, coz je kladné ¢islo. Proto je vylouceno, aby byl soucet cisel
v kazdém sloupci nekladny. b) Zavér neplati obecné, viz priklad na obrazku, kde
jsou obarvena prave policka s ¢islem 1.
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D4.

D5.

D6.

Urcete, pro kterd prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 2 a —1 tak,
aby soucet vsech ¢isel v kazdém radku i kazdém sloupci byl roven 0. [70-C-1-2]
Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n lze ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz pole
jsou obarvena jako pole sachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:
(i) soucet vsSech ¢isel v kazdém radku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0;
(ii) soucet ¢isel na vsech ¢ernych polich tabulky se rovnd souctu ¢isel na vsech
jejich bilych polich. [70-C-I11-2]

Urcete, pro kterda prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1, 2 a —3
tak, aby soucet ¢isel v kazdém radku i kazdém sloupci byl roven 0. [Préavé pro
vSechna n = 3. Vypliime vyhovujicim zpusobem nejdiive prvni fadek tabulky
n X n. To zfejmé neni mozné pro n € {1,2}; pro n € {3,4,5} to je snadné:
(1,2,-3) pron =3, (1,1,1,-3) pron = 4 a (2,2,2,—3,—3) pro n = 5. Déle
z vyhovujiciho fadku pro dané n ziskame vyhovujici radek pro n + 3 pripojenim
trojice ¢isel (1,2, —3). Prvni vyhovujici fadek tabulky n x n tak mame sestrojen
pro kazdé n = 3. Z tohoto prvniho fddku pfi daném n nyni snadno sestrojime
celou vyhovujici tabulku n x n, a to tak, ze do kazdého dalsiho fadku sestavu
¢isel z predchoziho radku ,,cyklicky posuneme” o 1 misto, podobné jako jsme to
udélali v tabulce z TeSeni ulohy N3. (CPSJ 2019)]

5. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC' a uvnitr jeho strany AB bod D. Na poloprimce

opacné k BC uvazme bod E takovy, ze |CD| = |DE|. Dokazte, Ze plati

AD| = |BE|.
(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

V situaci ze soutézni tlohy najdéte dvé dvojice shodnych thli velikosti mensich
nez 60°. [Jednu takovou dvojici madme v rovnoramenném trojihelniku DCE:
|xDCE| = |xDEC|. Protoze vsak tyto shodné tihly maji vyjadieni |[<DCE| =
= 60° — |XACD| a |[XxDEC| = |[¥DEB| = 60° — |XBDE]| (nebot |XxDBE| =
= 120°), je druhou dvojici |[XACD| = |[<*BDE]|.]

V situaci ze soutézni tlohy najdéte priklad dvou trojihelniki, oznac¢me je K LM
a K'L' M’ které splnuji tyto podminky: |LM| = |L'M'|, |xXKML| = |<K'M'L’|
a |XLKM|+|«<L'K'M’'| = 180°. Poté dokazte, Ze z téchto t¥{ obecné zapsanych
podminek plyne rovnost |KL| = |K'L'|. [Piiklad ze soutézni tlohy: KLM =
= ADC a K'L’M' = BED (plyne z Teseni ulohy N1). Dikaz rovnosti |KL| =
= |K'L’| je trividlni v ptipadé, kdy |<LKM| = |«<L'K'M’| = 90°. Déle proto
predpokladejme bez ijmy na obecnosti, ze |« L'K'M’| > 90°. Pak na poloptimce
opa¢né k poloprimce K’ M’ existuje takovy bod K", ze |K"L'| = |K'L'|. Ziejmé
plati |« L'K"M'| = 180° — | < L' K'M'| = | < LK M|, a tak se trojuhelniky K" L' M’
a K LM shoduji ve dvou vnittnich tihlech a jedné strané, jsou tedy shodné, odkud
uz plyne |KL| = |K"L'| neboli |KL| = |K'L'|, coz jsme méli dokazat. Pro znalce
sinové véty dodejme, ze tvrzeni tlohy je okamzitym disledkem této véty uzité
pro trojuhelniky K LM a K'L'M' s prihlédnutim ke vzorci sin o = sin(180° — ).
V trojihelniku ABC oznacme M stied strany BC, N stied téznice AM a P pru-
secik polopiimky BN se stranou AC. Urcete pomeér |AP| : |[PC|. [1 : 2. Uvazme
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D2.

D3.

D4.

D5.

stted S tsecky PC. Potom MS je stfedni pricka v ABCP, a proto MS || BP,
tudiz NP je stfedni pricka v AAMS. Proto plati |AP| = |PS| = |SP|, odkud
uz |AP| : |PC| = 1 : 2. Jiné TeSeni: Doplime trojihelnik ABM na rovnobéz-
nik ABM B’ se stfedem N. Pak P je prusecik thlopricek lichobézniku ABCB’,
takze trojuhelniky BCP a B’AP jsou podle véty uu podobné, odkud plyne
|AP| : |CP| = |B'A| : |BC| = |BM]| : |BC| = 1 : 2. Jiné feSeni: Ozna¢me
B’ obraz bodu B v soumérnosti se stfedem A a K prusecik polopiimky BN
s useckou B'C. Pak AM je stiedni pticka v AB'BC, takze plati AM || B'C.
Odtud plyne, ze shodné tsecky AN a NM jsou stfednimi prickami v AB'BK,
resp. AKBC', a proto jsou shodné i odpovidajici strany B’K a KC, neboli K je
stfed BC'. Bod P tak je prusecik dvou téznic C A, BK trojuhelniku B'BC, je to
tedy jeho tézisté, a proto |AP|: |PC| =1:2]

V trojuhelniku ABC' je bod M stredem strany BC. Bod K lezi na téznici AM
a plati |[CK| = |AB|. Bod L je prusecik polopiimky CK se stranou AB.
Dokazte, ze trojihelnik AKL je rovnoramenny. [Dopliime trojihelnik ABC
na rovnobéznik ABA'C. Pak plati |[CA| = |AB| = |CK]|, takze CKA’ je
rovnoramenny trojuhelnik s hlavnim vrcholem C', tudiz ihly CK A’ a CAK’ jsou
shodné. Odtud uzitim vét o vrcholovych a stridavych thlech uz plyne shodnost
uhlu LKA a LAK, takze trojihelnik AKL je skuteéné rovnoramenny (s hlavnim
vrcholem L).]

Necht D, E znaci po radé stredy stran AB, BC trojuhelniku ABC a F je stied
usecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli tsecku EF. [68-C-5-3]

V rovnoramenném trojihelniku ABC' se zakladnou BC' o stfedu D oznac¢me M
stfed téznice AD a P patu kolmice z bodu D na piimku BM. Dokazte, ze
AP L PC. [Doplnme trojihelnik ABD na rovnobéznik ABDB’ se stiedem M.
S ohledem na |AB'| = |BD| = |DC| je ADCB’ pravothelnik, na jehoz kruznici
opsané diky pravému thlu DPB’ lezi bod P. Proto je pravy také tthel APC, jak
jsme meéli dokazat.]

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDFE, v némz M je pata kolmice z vrcholu D
ke strané AB. Prusecik osy tsecky DM s primkou AC oznac¢me K. Dokazte, ze
thel AK D je pravy. [Uvazme bod A’ soumérné sdruzeny s bodem A vzhledem
k pruseciku K. ProtoZe body A a A’ maji od osy tsecky DM stejnou vzdalenost,
lezi bod A’ na rovnobézee s pifmkou AB, kterd prochézi vrcholem D. Diky tomu
je bod C vnitinim bodem tsecky AA’, takze ihly A’AB a A’ AD jsou vlastné ihly
CAB, resp. CAD, které oba maji velikost 36° (po snadném vypoctu). Z dokazané
shodnosti thlu A’AB, A’AD a ze shodnosti stiidavych thlu A’AB, AA'D plyne
shodnost thlt A’AD a AA'D, takze AA'D je rovnoramenny trojuhelnik se
zékladnou AA’, jejiz stied je pravé bod K. Uhel AK D je tudiz skuteéné pravy.]

6. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu a+b+c+d, kde a, b, c, d jsou prirozend cisla
splnugici rovnost

(a2 — b2) (62 - d2) + (62 - d2) (02 - a2) = 2021.
(Méria Doméanyova, Patrik Bak)
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

Pro ptirozena ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc 4+ c¢d + da = 77. Urcete vsSechny
mozné hodnoty jejich souctu. [Jedind hodnota 18. Plati ab + bc + c¢d + da =
=bla+c)+dla+c)=(a+c)(b+d). Protoze 77T=7-11,a+c>1,b+d > 1,
tak nutné {a + ¢,b + d} = {7,11}, tudiz a + b + ¢ + d = 18, pritom Ctvefice
(a,b,c,d) = (1,1,6,10) vyhovuje zadéni.]

Pro prirozena ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) + bc = 143. Urcete vSechny
mozné hodnoty |b — ¢|. [Jedind hodnota 2. Rozndsobenim levé strany rovnice
dostaneme a? + ab + ac + be, coz miiZeme postupnym vytykanim upravit takto:
a(a+b)+cla+b)=(a+b)(a+c). Plati 143 =11-13,a+b>1laa+c > 1, tak
nutné {a+0b,a+c} = {11,13}, odkud [b—¢| = |(a+b) — (a +¢)| = |11 — 13| = 2,
pritom trojice (a, b, c) = (1,10, 12) vyhovuje zadéni.]

V kazdém policku tabulky 2 x 2 je napsano prirozené cislo. Sec¢teme-li soucin
¢isel v prvnim sloupci, soucin ¢isel ve druhém sloupci, soucin ¢isel ve prvnim
radku a soudin ¢isel ve druhém tadku, dostaneme vysledek 2021. a) Urcete
vSechny mozné hodnoty souctu vSech ¢tyt ¢isel v tabulce. b) Najdéte pocet
tabulek spliiujicich zadani, které obsahuji ¢tyfi navzdjem riznd cisla. [a) Jedind
hodnota 90, b) 3528. a) Cisla v tabulce lze oznaéit a, b, ¢, d tak, Ze ab + cd +
+ac+bd = (a+d)(b+c) = 2021 = 43-47. Odtud plyne {a+d,b+c} = {43,47},
takze nutné a + b+ c+d = 43 + 47 = 90. b) Podle Teseni a) rozlisime dva
pripady: a +d = 43 a b+ c = 47, resp. a+d = 47 a b+ ¢ = 43. V prvnim
ptipadé lze dvojici (a, d) zvolit pravé 42 zptsoby a dvojici (b, ¢) pravé 46 zpusoby,
ve druhém pripadé jsou tyto pocty naopak. Dohromady tak existuje 2 - 42 - 46
riznych vyhovujici tabulek, ovsem vcetné téch, ve kterych se néktera dveé cisla
rovnaji. Jejich pocet potfebujeme zjistit, abychom ho pak mohli od celkového
poctu odecist. Protoze 43 a 47 jsou licha ¢isla, tak v kazdé vyhovujici tabulce
plati @ # d a b # c. V kazdé tabulce se stejnymi ¢isly proto musi platit aspon
jedna z rovnosti a = b, a = ¢, d = b, d = ¢, pritom diky a + d # b + ¢ to bude
pravé jedna z nich (vyluéte dvé rovnosti rozborem vSech moznosti jejich vybéru).
Jednotlivé z téchto ¢tyr rovnosti vzdy splnuje 42 vyhovujicich tabulek v kazdém
ze dvou rozliSenych ptipadi, takze jejich celkovy pocet je 2-4-42 = 8-42. Hledany
pocet je proto 2-42-46 — 8- 42 = 3528. (CPSJ 2021)]

Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené cislo. Ke kazdému jejimu vrcholu
je pripsan soucin tii ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pti vrcholech
je 1001. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténéch. [31. Je-li (a,b)
dvojice ¢isel na predni a zadni sténé, (c,d) dvojice ¢isel na horni a dolni sténé,
konefné (e, f) dvojice ¢isel na levé a pravé sténé, pak roznasobenim soucinu
(a+b)(c+ d)(e+ f) dostaneme osm s¢itanci, kterymi jsou pravé ¢isla pripsana
vrcholim krychle (v kazdém vrcholu se stykaji tii stény, po jedné z popsanych
ti{ dvojic stén). Plati tedy (a +0)(c+d)(e+ f) = 1001 = 7- 11 - 13, odkud nutné
{a+b,c+de+ f} ={7,11,13}, takze a+ b+ c+d+e+ f=T7+11+13 = 31|

Urcete pocet vSech trojic prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterd plati a + ab + abc +
+ ac + ¢ = 2017. [Navod. Prictéte k obéma strandm rovnice ¢islo 1, abyste pak
levou stranu mohli rozlozit na soudin dvou ¢nitel. Reseni: 67 B 1 4.]
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https://skmo.sk/dokumenty.php?rocnik=70
http://www.matematickaolympiada.cz/media/4189991/b67i.pdf

71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

D4. Na tabuli je napsédno pét (ne nutné riznych) prvodcisel, jejichz soucin je 105krat
vétsl nez jejich soucet. Urcete tato prvocisla. [Cést a) tlohy 70-A-11.]
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