16. Stredoevropska matematicka
olympiada

Letosni Stfedoevropskd matematickd olympidda (MEMO) se konala na
konci srpna ve Svycarském Bernu za dcasti 60 soutézicich z tradi¢ni dese-
tice zemi (Ceskzi republika, Chorvatsko, Litva, Mad'arsko, Némecko, Polsko,
Rakousko, Slovensko, Slovinsko, Svycarsko).

Ceskou republiku reprezentoval tym vybrany na zikladé vysledki ustied-
niho kola MO kategorie A a nésledujiciho vybérového soustiedéni v Kostelci
nad Cernymi lesy. Jeho ¢leny byli Jakub Stepo z Gymnazia Kladno, Simon
Andrs z Gymnézia Jana Keplera v Praze, Anna Hronovd z Gymnézia Brno na
tiide Kapitdna Jarose, Ondiej Trinkewitz z Gymnazia a SPSEI ve Frenstéte
pod Radhostém, Tereza Cernd z Gymnézia Litoméfickd v Praze a Adam
Cervenka z Gymnézia Brno na tfidé Kapitdna Jarose. Ceskou delegaci vedl
Filip Bialas z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy a jakozto pe-
dagoglcky vedouci mu pomahal Danil KoZevnikov z University of Edinburgh.
Ucast naseho tymu byla umoznéna diky finanéni podpore MSMT a Second
Foundation, jimz bychom timto chtéli podékovat.

Mimo programu matematického pfipravili mistni organizdtori i pestrou
fadu doprovodnych aktivit pro tucastniky, které mimo jiné zahrnovaly i pro-
hlidku historického centra Bernu, véetné povéstnych mistnich véfejnych kou-
palist na fece Aafe, & vylet k nedalekému horskému jezeru Thunersee a vyslap
na sousedni vrchol Niederhorn. Co se tyce samotné soutéze, tak se nejprve ko-
nala jeji individudlni ¢ast, pfi niz fesili icastnici po dobu 5 hodin ¢tyti dlohy
z oboru algebry, kombinatoriky, geometrie a teorie ¢isel, pficemz za kazdou z
nich bylo mozné ziskat maximum 8 bodu. Druhy soutézni den byl vyhrazen
pro ¢ast tymovou, ktera je tfeSinkou na dortu odlisujici MEMO od ostatnich
olympiad. Pti ni studenti z narodnich druzstev v prubéhu 5 hodin spolupracuji
na feSeni osmi naro¢néjsich uloh, po dvou v kazdé z vySe zminénych oblasti
matematiky.

Letosni individualni soutéz se ukazala byt o néco obtiznéjsi nez obvykle a
bylo udéleno 5 zlatych (soutézicim se ziskem alespon 24 bodu), 9 sti{brnych
(od 18 bodti) a 17 bronzovych medaili (od 13 bodt). Kromé téchto neobvykle
nizkych ¢isel odrazi obtiznost tohoto roéniku i skutecnost, ze jedna jedind
ucastnice, Reka Wagner z Némecka, dosahla plného bodového zisku 32 bodu
a vyslouzila si timto titul absolutni vitézky. Ve velmi tvrdé konkurenci se ceské
delegaci povedlo vybojovat jedno stiibro a ¢tyfi bronzy, coz predstavuje velmi
solidni a historicky nadpriumeérny vysledek.

Pocty bodu nasich soutézicich za jednotlivé tdlohy individualni ¢asti uva-
dime v nésledujici tabulce:



Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4
12.-14.  Jakub Stepo 1 8 8 1 18 S
15-19.  Simon Andrs 0 8 1 8 17 B
24.-27. Anna Hronova 0 6 8 1 15 B
24.-27. Ondfej Trinkewitz 0 8 1 6 15 B
30.-31. Tereza Cernd 2 1 8 2 13 B
54.— 56. Adam Cervenka 0 5 0 1 6

Celkem 3 36 26 19 84

Dodejme, ze se ceskému druzstvu velmi zadarilo ve teti tloze (geometrii),
za niz jsme ziskali nejvic bodu ze v8esch narodnich tymu. Naopak iloha ¢tvrta
(teorii ¢isel) nasim ucastnikum ve srovnéni s ostatnimi spi§ nesedla.

V tymové soutézi byly vysledky ¢eského tymu bohuzel o néco skromnéjsi,
takze jsme si ze Svycarska odvezli Gestné 7. misto. Zvitézil tym Polska se
ziskem 56 ze 64 moznych bodu a za zminku stoji rovnéz to, ze Slovensky tym
po ne tplné vydatrené individudln{ ¢dsti (1 bronz a 3 ¢estnd uzndni) zvlddnul
podat skvély vykon a obsadit bramborovou pricku. Detailni vysledky tymové
soutéze uvadime v nasledujici tabulce:

Body za tlohu Body Cena
Umisténi 1 2 3 4 5 6 7 8
1. Polsko 3 5 8 8 8 8 8 8 56 G
2. Chorvatsko 8 3 8 5 8 8 7 8 55 S
3.  Madarsko 3 3 8 8 8 8 8 8 54 B
4.  Slovensko 3 0 8 3 8 6 8 8 44
5.  Rakousko 3 1 8 1 8 1 8 8 38
6. Neémecko 1 4 8 0 8 0 8 8 37
7. Cesko 3 4 4 0 0 0 8 8 27
8. Svycarsko 8 0 3 0 2 0 8 1 22
9. Litva 3 0 1 0 8 0 8 1 21
10. Slovinsko 1 0o 8 0 O O 1 O 10

Podrobné vysledky a dalsi informace o soutézi muzete najit na strankéch

https://www.memo-official.org/MEMO/contests/previous/.

Na zavér dodejme, ze se Cesku letos zadafilo i v navrhovéani tloh: od
nasich autort pochézely teorie Cisel v individudlni soutézi a obé algebry v
soutézi druzstev. V piiloze nize muzete najit ¢eskou verzi kompletniho zadani
v8ech tloh. Po natolik pékné vydafeném roce se jiz velmi tésime na pristi
roénik MEMO, jenz se bude konat ve slovesnkych Kogicich na konci srpna
2023.


https://www.memo-official.org/MEMO/contests/previous/

Texty uloh individualni soutéze
(v zévorce je uvedena zemé, kterd ilohu navrhla)

1. Bud R mmnoZina redlnych &fsel. Najdéte vSechny funkce f : R — R
splitujici
fle+ fle+y) =2+ f(f(z) +y)
pro vSechna realnd ¢isla x, y.
(Chorvatsko)

2. Bud n kladné celé éislo. Anicka a Bétka hraji hru s balickem n karet,
které jsou oznaceny ¢isly 1,2,...,n. Na zacatku je balicek zamichan. Hracky
se stfidaji v tazich, pficemz Anicka zac¢ind. V kazdém tahu, je-li na vrchni
karté napséano ¢islo k, se hracka podiva na vSechny karty a pak pfeuspotrada k
vrchnich karet libovolnym zpusobem. Pokud je, po preusporadani, na vrchni
karté opét napséno k, tak dotyéna hracka prohrdavéa a hra konéi. V opacném
ptipadé prichazi na tah jeji souperka. V zavislosti na pocateénim zamichani
urcete, zda-li ma néktera hracka vyhravajici strategii, a pokud ano, ktera.

(Svijcarsko)

3. Bud ABCD rovnobéznik s |[<DAB| < 90°. Nechf E # B je bod na
pifmce BC' takovy, ze |AE| = |AB|. Podobné necht F' # D je bod na piimce
CD takovy, ze |AF| = |AD|. Kruznice opsana trojihelniku CEF protind
pifmku AE znovu v bodé P a pifmku AF znovu v bodé Q. Bud X obraz
bodu P v osové soumérnosti podle piimky DFE a Y obraz bodu @ v osové
soumérnosti podle piimky BF. Dokazte, ze body A, X a Y lezi na jedné
piimce.

(Svijcarsko)

4. Na zacatku jsou na tabuli napsand dvé ruznd kladna cela ¢isla a a b. V
kazdém kroku Pavel vybere z tabule dvé ¢isla x a y spliujici x # y a pripiSe
na ni ¢islo

NSD(z,y) + nsn(z, y).

Bud n kladné celé éislo. Dokazte, Ze nezévisle na hodnotich a a b muze
Pavel provést koneéné mnoho kroku tak, aby se na tabuli objevil ndsobek n.
Pozndmka. Pro kladnd celd ¢isla x a y znacli NSD(x,y) jejich nejvétsi

spolecny délitel a nsn(z,y) jejich nejmensi spolecny ndsobek.
(Cesko, Pavel Turek)



Texty tloh tymové soutéze

1. Pro danou dvojici redlnych ¢isel (ag, byg) definujme dvé posloupnosti redl-
nych ¢&isel ag, a1, as,... a by, by, bs, ... predpisy

Up41 = An +b, a bn+1 =an by

pro vsechnan = 0, 1,2,... Najdéte vsechny dvojice (ag, bg), pro které plati

2022 = ag a bag2z = bo. _
(Cesko, Danil Kozevnikov)

2. Bud k kladné celé &islo a a1, ag, . . . , ai, nezdporné realna, ¢isla. Na zacatku
je na tabuli napsana posloupnost n > k nul. V kazdém kroku vybere Vasek
k za sebou jdoucich ¢isel na tabuli a zvétsi prvni z nich o al, druhé o as, a
tak dale, dokud nezvysi k-té o aj. Po kladném poctu krokt se Vaskovi stalo,
Ze jsou si vSechna ¢isla na tabuli rovna. Dokazte, Ze jsou si vSechna nenulova
¢isla mezi aq, a9, .. ., a; rovna.

(Cesko, Viclav Rozhor)

3. Bud n pfirozené &fslo. V fadé za sebou stoji v néjakém potadi n fialovych
a n bilych krav. Pastevec Radek je chce uspotadat podle barev, aby vSechny
fialové krdvy staly pfede vSemi bilymi. V kazdém kroku smi prohodit dvé
sousedici stejné velké skupinky za sebou jdoucich krav. Jaky nejmensi pocet
kroku potiebuje Radek k tomu, aby svoje pfani splnil nehledé na pocdteéni
usporadani krav?

Priklad. Radek muze provést napiiklad nasledujici tii prohozeni:

BFBFFB — BFFFBB — FBFFBB — FFBBFB.

(Svijcarsko)

4. Bud n piirozené éislo. Mame danou &tvercovou tabulku 2n x 2n. Kazdé
policko je obarveno jednou z 2n? barev tak, ze je kazd4 barva pouzita pravé
dvakrat. Jana stoji na nékterém policku. Na néjakém jiném lezi tabulka ¢o-
kolddy. Jana by se rdda dostala na policko s ¢okoladou.

V kazdém kroku se muze pohnout jednim z nésledujicich dvou zpusobu:
bud mitiZe popojit na sousedni policko, nebo se teleportovat na jiné policko
stejné barvy jako to, na kterém zrovna stoji. (Sousedi-li dvé policka stejné
barvy, tak se mezi nimi muze Jana presunout jak prechodem, tak teleportaci.)
Rozhodnéte, zda-1i muze Jana uspét nezdvisle na poc¢atecni konfiguraci, pokud
musi po jednom stiidat vyse popsané zpusoby pohybu a zacinat teleportaci.

Pozndmka. Dvé policka spolu sousedi, pokud spolu sdili hranu.

(Mad'arsko)



5. Bud Q kruZnice opsand pravotihlému trojtihelniku ABC s pravym thlem
u vrcholu A. Téznice z bodu B a C protinaji {2 znovu v bodech D, resp.
E. Tetna ke kruznici €2 v bodé D protina piimku AC v bodé X a tecna ke
kruznici Q v bodé F protind ptimku AB v bodé Y. DokazZte, ze se piimka XY
dotyka kruznice 2.

(Rakousko)

6. Bud ABCD konvexni ¢tyfihelnik, ve kterém plati |AC| = |BD| a zaroven
pifmky AB a CD nejsou rovnobézné. Bud P priseéik thlopiicek AC a BD.
Body E a F lez{ na tseckdch BP, resp. AP, a spliuji |PC| = |PE]|, resp.
|PD| = |PF|. Ukazte, ze se kruznice opsand trojihelniku tvofeného piimkami
AB, CD a EF dotyka kruznice opsané trojihelniku ABP.

(Slovensko)

7. Bud N mnozina kladnych celych éisel. Najdéte véechny funkce f : N — N
takové, ze plati f(1) < f(2) < f(3) < ... a zdroven jsou pro kazdé kladné
celé n obé ¢isla f(n)+n+1a f(f(n))— f(n) druhymi mocninami celych ¢isel.

(Chorvatsko)

8. Kladné celé ¢islo nazveme ementdlové, pokud muzeme ziskat aritmeticky
prumeér jeho cifer v de- kadickém zapise tak, ze pripiSseme desetinnou ¢arku
za jeho prvni cifru. Dokazte, Ze existuje pouze koneé¢né mnoho ementalovych
Cisel.
Priklad. Cislo 2250 je ementélové, nebotf pramér jeho cifer je 2,250.
(Mad'arsko)



