
16. Středoevropská matematická
olympiáda

Letošńı Středoevropská matematická olympiáda (MEMO) se konala na
konci srpna ve švýcarském Bernu za účasti 60 soutěž́ıćıch z tradičńı dese-
tice zemı́ (Česká republika, Chorvatsko, Litva, Mad’arsko, Německo, Polsko,
Rakousko, Slovensko, Slovinsko, Švýcarsko).

Českou republiku reprezentoval tým vybraný na základě výsledk̊u ústřed-
ńıho kola MO kategorie A a následuj́ıćıho výběrového soustředěńı v Kostelci
nad Černými lesy. Jeho členy byli Jakub Štepo z Gymnázia Kladno, Šimon
Andrš z Gymnázia Jana Keplera v Praze, Anna Hronová z Gymnázia Brno na
tř́ıdě Kapitána Jaroše, Ondřej Trinkewitz z Gymnázia a SPŠEI ve Frenštátě
pod Radhoštěm, Tereza Černá z Gymnázia Litoměřická v Praze a Adam
Červenka z Gymnázia Brno na tř́ıdě Kapitána Jaroše. Českou delegaci vedl
Filip Bialas z Matematicko-fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy a jakožto pe-
dagogický vedoućı mu pomáhal Danil Koževnikov z University of Edinburgh.
Účast našeho týmu byla umožněna d́ıky finančńı podpoře MŠMT a Second
Foundation, jimž bychom t́ımto chtěli poděkovat.

Mimo programu matematického připravili mı́stńı organizátoři i pestrou
řadu doprovodných aktivit pro účastńıky, které mimo jiné zahrnovaly i pro-
hĺıdku historického centra Bernu, včetně pověstných mı́stńıch věřejných kou-
palǐst’ na řece Aaře, či výlet k nedalekému horskému jezeru Thunersee a výšlap
na sousedńı vrchol Niederhorn. Co se týče samotné soutěže, tak se nejprve ko-
nala jej́ı individuálńı část, při ńıž řešili účastńıci po dobu 5 hodin čtyři úlohy
z obor̊u algebry, kombinatoriky, geometrie a teorie č́ısel, přičemž za každou z
nich bylo možné źıskat maximum 8 bod̊u. Druhý soutěžńı den byl vyhrazen
pro část týmovou, která je třeš́ınkou na dortu odlǐsuj́ıćı MEMO od ostatńıch
olympiád. Při ńı studenti z národńıch družstev v pr̊uběhu 5 hodin spolupracuj́ı
na řešeńı osmi náročněǰśıch úloh, po dvou v každé z výše zmı́něných oblast́ı
matematiky.

Letošńı individuálńı soutěž se ukázala být o něco obt́ıžněǰśı než obvykle a
bylo uděleno 5 zlatých (soutěž́ıćım se ziskem alespoň 24 bod̊u), 9 stř́ıbrných
(od 18 bod̊u) a 17 bronzových medaiĺı (od 13 bod̊u). Kromě těchto neobvykle
ńızkých č́ısel odráž́ı obt́ıžnost tohoto ročńıku i skutečnost, že jedna jediná
účastnice, Reka Wagner z Německa, dosáhla plného bodového zisku 32 bod̊u
a vysloužila si t́ımto titul absolutńı v́ıtězky. Ve velmi tvrdé konkurenci se české
delegaci povedlo vybojovat jedno stř́ıbro a čtyři bronzy, což představuje velmi
solidńı a historicky nadpr̊uměrný výsledek.

Počty bod̊u našich soutěž́ıćıch za jednotlivé úlohy individuálńı části uvá-
d́ıme v následuj́ıćı tabulce:
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Body za úlohu Body Cena
Umı́stěńı 1 2 3 4

12.–14. Jakub Štepo 1 8 8 1 18 S
15.–19. Šimon Andrš 0 8 1 8 17 B
24.–27. Anna Hronová 0 6 8 1 15 B
24.–27. Ondřej Trinkewitz 0 8 1 6 15 B
30.–31. Tereza Černá 2 1 8 2 13 B
54.– 56. Adam Červenka 0 5 0 1 6

Celkem 3 36 26 19 84

Dodejme, že se českému družstvu velmi zadařilo ve třet́ı úloze (geometrii),
za ńıž jsme źıskali nejv́ıc bod̊u ze všesch národńıch týmů. Naopak úloha čtvrtá
(teorii č́ısel) našim účastńık̊um ve srovnáńı s ostatńımi sṕı̌s nesedla.

V týmové soutěži byly výsledky českého týmu bohužel o něco skromněǰśı,
takže jsme si ze Švýcarska odvezli čestné 7. mı́sto. Zv́ıtězil tým Polska se
ziskem 56 ze 64 možných bod̊u a za zmı́nku stoj́ı rovněž to, že Slovenský tým
po ne úplně vydařené individuálńı části (1 bronz a 3 čestná uznáńı) zvládnul
podat skvělý výkon a obsadit bramborovou př́ıčku. Detailńı výsledky týmové
soutěže uvád́ıme v následuj́ıćı tabulce:

Body za úlohu Body Cena
Umı́stěńı 1 2 3 4 5 6 7 8
1. Polsko 3 5 8 8 8 8 8 8 56 G
2. Chorvatsko 8 3 8 5 8 8 7 8 55 S
3. Mad’arsko 3 3 8 8 8 8 8 8 54 B
4. Slovensko 3 0 8 3 8 6 8 8 44
5. Rakousko 3 1 8 1 8 1 8 8 38
6. Německo 1 4 8 0 8 0 8 8 37
7. Česko 3 4 4 0 0 0 8 8 27
8. Švýcarsko 8 0 3 0 2 0 8 1 22
9. Litva 3 0 1 0 8 0 8 1 21
10. Slovinsko 1 0 8 0 0 0 1 0 10

Podrobné výsledky a daľśı informace o soutěži můžete naj́ıt na stránkách

https://www.memo-official.org/MEMO/contests/previous/.

Na závěr dodejme, že se Česku letos zadařilo i v navrhováńı úloh: od
našich autor̊u pocházely teorie č́ısel v individuálńı soutěži a obě algebry v
soutěži družstev. V př́ıloze ńıže můžete naj́ıt českou verzi kompletńıho zadáńı
všech úloh. Po natolik pěkně vydařeném roce se již velmi těš́ıme na př́ı̌st́ı
ročńık MEMO, jenž se bude konat ve slovesnkých Košićıch na konci srpna
2023.
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Texty úloh individuálńı soutěže
(v závorce je uvedena země, která úlohu navrhla)

1. Bud’ R množina reálných č́ısel. Najděte všechny funkce f : R → R
splňuj́ıćı

f(x+ f(x+ y)) = x+ f(f(x) + y)

pro všechna reálná č́ısla x, y.
(Chorvatsko)

2. Bud’ n kladné celé č́ıslo. Anička a Bětka hraj́ı hru s baĺıčkem n karet,
které jsou označeny č́ısly 1, 2, . . . , n. Na začátku je baĺıček zamı́chán. Hráčky
se stř́ıdaj́ı v taźıch, přičemž Anička zač́ıná. V každém tahu, je-li na vrchńı
kartě napsáno č́ıslo k, se hráčka pod́ıvá na všechny karty a pak přeuspořádá k
vrchńıch karet libovolným zp̊usobem. Pokud je, po přeuspořádáńı, na vrchńı
kartě opět napsáno k, tak dotyčná hráčka prohrává a hra konč́ı. V opačném
př́ıpadě přicháźı na tah jej́ı soupeřka. V závislosti na počátečńım zamı́cháńı
určete, zda-li má některá hráčka vyhrávaj́ıćı strategii, a pokud ano, která.

(Švýcarsko)

3. Bud’ ABCD rovnoběžńık s |∢DAB| < 90◦. Necht’ E ̸= B je bod na
př́ımce BC takový, že |AE| = |AB|. Podobně necht’ F ̸= D je bod na př́ımce
CD takový, že |AF | = |AD|. Kružnice opsaná trojúhelńıku CEF prot́ıná
př́ımku AE znovu v bodě P a př́ımku AF znovu v bodě Q. Bud’ X obraz
bodu P v osové souměrnosti podle př́ımky DE a Y obraz bodu Q v osové
souměrnosti podle př́ımky BF . Dokažte, že body A, X a Y lež́ı na jedné
př́ımce.

(Švýcarsko)

4. Na začátku jsou na tabuli napsaná dvě r̊uzná kladná celá č́ısla a a b. V
každém kroku Pavel vybere z tabule dvě č́ısla x a y splňuj́ıćı x ̸= y a přiṕı̌se
na ni č́ıslo

NSD(x, y) + nsn(x, y).

Bud’ n kladné celé č́ıslo. Dokažte, že nezávisle na hodnotách a a b může
Pavel provést konečně mnoho krok̊u tak, aby se na tabuli objevil násobek n.

Poznámka. Pro kladná celá č́ısla x a y znač́ı NSD(x, y) jejich největš́ı
společný dělitel a nsn(x, y) jejich nejmenš́ı společný násobek.

(Česko, Pavel Turek)
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Texty úloh týmové soutěže

1. Pro danou dvojici reálných č́ısel (a0, b0) definujme dvě posloupnosti reál-
ných č́ısel a0, a1, a2, . . . a b0, b1, b2, . . . předpisy

an+1 = an + bn a bn+1 = an · bn

pro všechna n = 0, 1, 2, . . . Najděte všechny dvojice (a0, b0), pro které plat́ı
a2022 = a0 a b2022 = b0.

(Česko, Danil Koževnikov)

2. Bud’ k kladné celé č́ıslo a a1, a2, . . . , ak nezáporná reálná č́ısla. Na začátku
je na tabuli napsána posloupnost n ≥ k nul. V každém kroku vybere Vašek
k za sebou jdoućıch č́ısel na tabuli a zvětš́ı prvńı z nich o a1, druhé o a2, a
tak dále, dokud nezvýš́ı k-té o ak. Po kladném počtu krok̊u se Vaškovi stalo,
že jsou si všechna č́ısla na tabuli rovna. Dokažte, že jsou si všechna nenulová
č́ısla mezi a1, a2, . . . , ak rovna.

(Česko, Václav Rozhoň)

3. Bud’ n přirozené č́ıslo. V řadě za sebou stoj́ı v nějakém pořad́ı n fialových
a n b́ılých krav. Pastevec Radek je chce uspořádat podle barev, aby všechny
fialové krávy stály přede všemi b́ılými. V každém kroku smı́ prohodit dvě
soused́ıćı stejně velké skupinky za sebou jdoućıch krav. Jaký nejmenš́ı počet
krok̊u potřebuje Radek k tomu, aby svoje přáńı splnil nehledě na počátečńı
uspořádáńı krav?

Př́ıklad. Radek může provést např́ıklad následuj́ıćı tři prohozeńı:

BFBFFB −→ BFFFBB −→ FBFFBB −→ FFBBFB.

(Švýcarsko)

4. Bud’ n přirozené č́ıslo. Máme danou čtvercovou tabulku 2n× 2n. Každé
poĺıčko je obarveno jednou z 2n2 barev tak, že je každá barva použita právě
dvakrát. Jana stoj́ı na některém poĺıčku. Na nějakém jiném lež́ı tabulka čo-
kolády. Jana by se ráda dostala na poĺıčko s čokoládou.

V každém kroku se může pohnout jedńım z následuj́ıćıch dvou zp̊usob̊u:
bud’ může popoj́ıt na sousedńı poĺıčko, nebo se teleportovat na jiné poĺıčko
stejné barvy jako to, na kterém zrovna stoj́ı. (Soused́ı-li dvě poĺıčka stejné
barvy, tak se mezi nimi může Jana přesunout jak přechodem, tak teleportaćı.)
Rozhodněte, zda-li může Jana uspět nezávisle na počátečńı konfiguraci, pokud
muśı po jednom stř́ıdat výše popsané zp̊usoby pohybu a zač́ınat teleportaćı.

Poznámka. Dvě poĺıčka spolu soused́ı, pokud spolu sd́ıĺı hranu.
(Mad’arsko)
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5. Bud’ Ω kružnice opsaná pravoúhlému trojúhelńıku ABC s pravým úhlem
u vrcholu A. Těžnice z bod̊u B a C prot́ınaj́ı Ω znovu v bodech D, resp.
E. Tečna ke kružnici Ω v bodě D prot́ıná př́ımku AC v bodě X a tečna ke
kružnici Ω v bodě E prot́ıná př́ımku AB v bodě Y . Dokažte, že se př́ımka XY
dotýká kružnice Ω.

(Rakousko)

6. Bud’ ABCD konvexńı čtyřúhelńık, ve kterém plat́ı |AC| = |BD| a zároveň
př́ımky AB a CD nejsou rovnoběžné. Bud’ P pr̊useč́ık úhlopř́ıček AC a BD.
Body E a F lež́ı na úsečkách BP , resp. AP , a splňuj́ı |PC| = |PE|, resp.
|PD| = |PF |. Ukažte, že se kružnice opsaná trojúhelńıku tvořeného př́ımkami
AB, CD a EF dotýká kružnice opsané trojúhelńıku ABP .

(Slovensko)

7. Bud’ N množina kladných celých č́ısel. Najděte všechny funkce f : N → N
takové, že plat́ı f(1) ≤ f(2) ≤ f(3) ≤ . . . a zároveň jsou pro každé kladné
celé n obě č́ısla f(n)+n+1 a f(f(n))−f(n) druhými mocninami celých č́ısel.

(Chorvatsko)

8. Kladné celé č́ıslo nazveme ementálové, pokud můžeme źıskat aritmetický
pr̊uměr jeho cifer v de- kadickém zápise tak, že přiṕı̌seme desetinnou čárku
za jeho prvńı cifru. Dokažte, že existuje pouze konečně mnoho ementálových
č́ısel.

Př́ıklad. Č́ıslo 2250 je ementálové, nebot’ pr̊uměr jeho cifer je 2, 250.
(Mad’arsko)
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