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Matematicka olympiada - 48. ranik (1998/1999)

Komentéaie k uloham druhého kola pro kategorie Z5 az
Z7

Zadani uloh

Z5-11-1

Do prostit‘edniho krouzku je mozné zapsat pouzé&isla 8 nebo 9, neb sowtet u jedné ze spojnic
vychazejici z prostedniho krouzku je 17, které Ize rozloZit pomocéisel 1 — 9 na 8 + 9. Dosadime-li do
prostiedniho krouZku ¢islo 8, ziskame naslednym dopibvanim ¢isel podle daného pravidla v dolnim
krouzku ¢&islo 0, coZ je v rozporu se zadanim. Uloha ma tedy jediitésent:

Hodnoceni:

e doplreni ¢isla do progedniho krouzku ... 3 body
e doplreéni ostatnicRisel ... 3 body

Z5-11-2

Je tteba si uddomit, Ze sedmiky se vyskytuji i véislech 70, 71, ..., 7X(slo 77 obsahuje d¥
sedmitky). V prvni stovce je tedy 20 sedndiek. Aproximaci zjistime, Ze se jedna ¢isla 177, 187, 197,
kterd odpovidaji potu stranek pohadkovych knih..

Hodnoceni:

e odhaleni pstu sedmiek ve stovce ... 3 body
e nalezeni jednotlivych ... 3 body

Z5-11-3
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Rozdélime-li utvar na ¢étverecky, jejich pocet je 41 a pdet ¢tvereéki se stejnym obshem je ve

Frantové ¢tverci jesté 9, dohromady tedy 50. Z toho jeiejmé, Ze jederttvereé¢ek ma obsah 2 ch
(obsahétverce vydélime poftem ¢tvereékia). Misiv ¢tverec je mozné rozdlit na 81 stejnychétverecki

s obsahem 2 cr%(4l v Utvaru a 40 dopiiujicich utvar na dany étverec). Obsah MiSovatverce je tedy
81.2=162 crf.

Hodnoceni:

e uréeni pa@tu ¢tveratkt ve Franto¥ ¢tverci ... 2 body
e vypotet obsahu jednohitvereiku ... 2 body

e uréeni patu ctveretkt v MiSow ¢tverci ...1 bod

e vypocet obsahu MiSovétverce ...1 bod

Z6-11-1

Hmotnost v3ech jablek v sadu je rovna saiinu pramérné hmotnosti z jednoho stromu a celkového
poctu stromi, je tedy 1392 kg (87 . 16). Pro hmotnosti jablek na jednotlivych tygeh stromi plati
vztahy 57 =¢ a 2,5z =¢, kde Z je hmotnost Zlutych jablek, z je hmotnost zelenyghablek a ¢ je hmotnost
¢ervenych jablek. Z €chto vztahi a celkového mnoZstvi jablek dostaneme rovnici 52 + Z + 24392, 7
= 174. Ze stromu se Zlutymi jablky se sklidilo 174 kg jablek, kaZzdého stromu ptimérné 174 : 3 = 58
kg jablek. Ze stromu sé¢ervenymi jablky se sklidilo 5. 174 = 870 kg jablek, z kazdéhoretmu
pramérné 870 : 8 = 108,75 kg jablek. Ze stromu se zelenymi jablky se sklo 870 : 2,5 = 398 kg
jablek, z kazdého stromu pimérné 398 : 5 = 69,6 kg jablek.

Hodnocent

e maximum — 6 boid

e celkové mnozZstvi — 2 body

e hmotnost jablek na jednom strém 2 body

e hmotnost jablek na zbyvajicich stromech — 1bod

e primérna hmotnost na jednotlivych stromech -1 bod
26 —11-2

Biliarova koule vykonala po bilidrovém stole drahu jako na obrazkuOdtud je zftejmé, Ze pokud delSi
strana stolu mé¥i 3 m, mé¥i kratSi strana stolu 2 m.

R2

R1

Hodnocent
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e maximum — 6 bodl
e odhaleni zakonitosti — 4 body
e dopaitani kratSi strany stolu — 2 body

Z26-11-3

Obsahy Moni¢inych étverci jsou trojciferna étvercova €isla, tedy réktera z ¢isel znazorrénych v
tabulce. Kombinacemi €chto ¢isel ziskame jedinou trojici¢isel 361, 529, 784, ktera vyhovuje
piredpokladu, Ze obsahuji vSechnyislice od 1 do 9.

121 144 | 169 196 | 225 | 256 289 324 361 | 400 441
484 | 529 576 625 | 646 | 729 784 841 | 900 | 961

Hodnocent

e maximum — 6 bodl
¢ nalezeni vSech trojcifernycttvercovych¢isel — 2 body
e spravné&eSeni — 4 body

Z7 —11-1
Cisla v rozich “hwézdi¢kového” trojuhelniku je snadné doplnit na zakladt zadaného pravidla. Na
zbyvajici pole doplnime pronénné a, b, c, d (viz obr. 1) a vyjafime mezi nimi vztahygb =3, %b =

, it:: - d, b=2acd, poplnénim do posledniho vztahu Ziskame rovnich = gb : %b : %b . Odtud

3

dostanemeb = i% JednoreSeni je na obrazku 2, druhé je obdobné, pouze v préstnim trojahelniky

jsou vSechnatisla opana.

|

/NN /NN
SN/NAN/N AN NAN

obr. 1 obr. 2

Poznamka:
Ulohu Ize FeSit metodou “pokus — omy!”.
Hodnocent

e maximum — 6 boit

30f9 20. 1. 2014 12:C



Koment&e 2. kola 48.r. MO, kat. Z5 - . http://cgi.math.muni.cz/~rvmo/z/48/Z48IIR.h

e Cisla v rozich “h¥zdickového” trojuhelniku — 1 bod
¢ jednoreSeni — 3 body
e druhéreSeni — 2 body

Z7 —11-2

Je-li pétinasobek Siky biliarového stolu roven trojndsobku jeho délky, je pondr délky a Sirky stolu
roven 5 : 3. Draha koule je nazn&ena na obrazku 3. Délka drahy je podle obrazku ginasobkem
drahy do prvniho odrazu, tedy 5. 168 cm=840cm = 8,4 m.

RZ

Hodnocent
e maximum — 6 bofl
e poner délky a Siky stolu — 1 bod

e zakresleni drahy — 3 body
e délka drahy vyjatena v metrech — 2 body

Z7-11-3

Redeni je naznéeno v tabulce.

druh zboZi celk. cena dlitelnost mnoZstvi cena za kus
hrnecky 231 3,7,11 7 33

talire 180 2,3,56 6 30
povie¢eni 2210 2,5 5 442

police 6513 3 3 2171
sklenice 143 11 11 33

lampy 3002 2 2 1501

Rodi¢e meli t¥i déti a kazdé prispélo na nakup ¢astkou 4093 K, neba’ ¢islo 12 279, odpovidajici
celkové ces, je délitelné ¢isly 3 a 4093.

Hodnoceni:

e cena za kus — 4 body
e mnozstvi dti acastka, kterouispely — 2 body

Z8-11-1
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Po prvni zastévcel cestujicich stala a % cestujicich obsadilo g ze 45 sedadel, tj.
&

20 sedadel. Na prvni zastavce tedy nastoupilo 24 ces tujicich (20 jich sed élo a 4

stali). Po druhé zastavce i cestujicich stala a E cestujicich obsadilo vSech 45
3] 3]

sedadel. Autobusem po druhé zastavce tedy jelo 54 ce  stujicich (45 jich sed élo a
9 jich stalo). Jestlize na druhé zastavce vystoupilo v cestujicich a p Fistoupilo p
cestujicich, pak plati rovnost

24—v+p=54,resp. p=30+v.

Pocet cestujicich, kte Fi jeli z prvni zastavky nat Feti zastavku nebo dale, je roven
24 —v. Poéet cestujicich, kte Fi nastoupili na prvni nebo druhé zastavce, je roven

24 +p.

Tedy podle zadani plati rovnos_1 (24 + p) =24 —v, resp. p= 96 —5v.
o

Porovnanim této a vySe uvedené rovnosti dostanerB®@+ v = 96 —5v a odtud v =11
(tzn. na druhé zastavce vystoupilo 11 cestujicicha 1l 3 cestujicich jelo nat Feti
zastavku nebo dale).

Na druhé zastavce tedy p Fistoupilo 30 + 11 = 41 cestujicich.

Hodnoceni:

= maximum ... 6 bodu

= nalezeni poctu cestujicich po prvni zastavce ... 1 bod
= nalezeni poctu cestujicich po druhé zastavce ... 1 bod
= nalezeni rovnostip =30 + v ...1 bod

= nalezeni rovnosti p = 96 —5v ... 2 body

= vypocCet neznamé p ... 1 bod

Z8-11-2
Deli dhlop Figka koso étverce ma délku e=120%z+2a=12+2a=.288a.
Délku jeho druhé thlop Fi€ky vypo éteme pomoci Pythagorovy v éty, tedy ze

2 2
vztahu (g] +(2] — 2. Jeho Upravou dostaneme délku Uhlop  Ficky f = 112 a.

Pro vypo ¢et polom éru r kruhu vepsaného do koso €étverce vyuZijeme dvou
vztah U, které plati pro obsah pravouhlého trojuhelniku (v iz obr.):

S= 1 a.r, S= 1 E_L Z rovnosti t échto dvou vztah G dostaneme r = ar apo
2 2 2 2 da
_ 2
dosazeni © =+0:2018 @ rh vepsany do &tverce ma obsah S =n 2" aobsah

4
kruhu vepsaného do koso é€tverce je S,=w. 02016 57 . Hledany pom ér je tedy S 1

:S2=0,8064 : 1 (resp. 504:625).
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Pozn.: Polom ér r kruhu vepsaného do kastverce Ize rovn éZ urgit ze vztah a pro

vypo €et obsahu koso étverce: S=3.2r, S= %-e f.

Hodnoceni:

= maximum ... 6 bodU

= vypocet délek Uhlopficek kosoctverce ... 2 body
= vypocet poloméru r ... 2 body

= vyjadieni obsahu kruht ... 1 bod

= vypocCet poméru obsahu ... 1 bod

Z8-11-3
Cislo p, které je pod Fizeno dvojcifernému veliteli, bude z  fejmé dvojciferné, proto
jej muazeme zapsat ve tvaru 10 a+b, kde a, b jsou jeho cifry. Pro velitele ¢&isla p
pak plati v=10a+ b + a+ b = 11a + 2b. ReSeni prvni &asti tlohy tedy spo &iva v
nalezeni ko fenu rovnic 11 a; + 2bj = 26 a 11ap + 2bo = 97, kde nezname a;, bj jsou
cela ¢isla od 0 do 9. Prvni rovnice ma feSeni a1 = 2, by = 2; druha rovnice feSeni
nema. To znamena, ze ¢islo 26 je velitelem ¢isla 22 a €islo 97 neni velitelem
Zadného ¢isla.

Druhou €ast tlohy FeSime pomoci rovnic nebo na zaklad & objeveni zakonitosti
mezi pod Fizenymi a veliteli (nap F. pfi jejich vypisovani). Pokud by n  éjaky velitel
mél dva r izné pod fizené ab, cd pak by muselo existovat FeSeni rovnice 11 a + 2b
=11c + 2d, kde nezname a, b, c, d jsou cela ¢€islaod 0do 9, p fiéemz a=c, b=d.
Jeji Upravou na tvar % = % snadno dojdeme k zav éru, Ze takova €isla

neexistuji, nebo t rozdil d —b nemuze byt nikdy roven ¢islu 11. Tedy Zzadny
dvojciferny velitel nema vice nez jednoho pod  Fizeného.

Hodnoceni:

= maximum ... 6 bodu

nalezeni Cisla 22 ... 1 bod

prokazani, ze €islo 97 neni velitelem ... 2 body
spravna odpovéd na otazku ... 1 bod
zduvodnéni odpoveédi ... 2 body

Z9-11-1

Oznacime-li po €et sudych fad s, po¢€et lichych Fad | a poéet stromk G v jedné
fadé x, pak v prvnim p Fipadé plati rovnost (s +{). x= 684 av druhém p Fipadé
rovnost s-{x—1)+!.x = 675. Z téchto rovnosti je z Fejmé, Ze rozdil 684 — 675 udava
poéet sudych fFad, tedy s=9.
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Lichych fad muaze byt bu d stejn é jako sudych, nebo o jednu Fadu vice nez
sudych. Existuji tedy dv & mozZnosti: =% a /=10. Jestlize lichych fad je 9, pak
vSech fad je 18 av kazdé fadeé je 684 : 18 = 38 stromk . Jestlize lichych Fad je 10,
pak vSech fad je 19 av kazdé radé je 684 : 19 = 36 stromk 0.

V delSi fadé je tedy 36 nebo 38 stromk .

Hodnoceni:

= nalezeni poctu sudych fad ... 2 body
= nalezeni poctu lichych fad (obé feSeni) ... 2 body
= nalezeni poctu stromku v delSi fadé (obé feSeni) ... 2 body

Z9-11-2
Podle v éty uu o podobnosti trojuhelnik G jsou trojuhelniky ABS a CDSpodobné.
Pomér délek p FisluSnych stran t échto trojuhelnik U je |43|: |[CD|=2: 1. Ve stejném
pom éru jsou rovn &z vysSky trojuhelnik G ABS a CDS Z toho vyplyva, ze bod S déli
vysku lichob ézniku ABCD v pom éru 2 : 1 (viz obr. 1).

E

A B

Lichob éZnik ABCD doplnime na trojuhelnik ABE prodlouZenim jeho ramen AD a
BC. Trojuhelniky ABE a LKEjsou podobné (podle v éty uu) a jejich pom ér
podobnosti je 3: 2. (Pom ér uréime pomoci vySek trojuhelniku  ABE a LKE; vySka
trojuhelniku ABE je rovna dvojnasobku vikg lichob éZniku ABCD a vySka trojuhelniku
LKE je rovna étyfem tiFetinam vysSky lichob ézZzniku ABCD).

Plati tedy@ _3, tj. |L&]|= 2 |42|. Délka use €ky KL je 8 cm.
lZx| 2 3
Poznamka:
D C
LL — L T — - = — K
)
B B

Lichob éZnik ABCD neni zadan jednozna €né, proto m GZzeme pouzit obrazek
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pravouhlého lichob ézZniku, z n éhoz je vypo €et délky use €ky KL ziejmy (viz obr.
2).

Hodnoceni :

= nalezeni podobnosti trojuhelniki ABS a CDS ... 1 bod

= nalezeni poméru podobnosti trojuhelnikd ABS a CDS ... 1 bod

= nalezeni vztahu mezi délkou UsecCky KL a délkou zékladny lichobéZniku 2 body
= vypocet délky Usecky KL ... 2 body

Z9-11-3

Levou stranu zadané rovnosti rozd élime na dva sou €ty:

(p +p? +p3)+ (r + 7 +r3): 2393. Hledana prvo é€isla p, r budou r tizna é&isla, nebit
jinak by musela byt leva strana rovnosti rovna sudé mu €islu. Liché €islo
dostaneme se €tenim sudého a lichého €isla, proto jeden ze sou €tu na levé
strana rovnosti bude sudy a druhy lichy. Podminku, Ze soucit prvo ¢isla a jeho
druhé at feti mocniny je roven sudému  €islu, spl Auje pouze prvo €islo 2;v
ostatnich p Fipadech je soucit lichy. Polozime p = 2, pak plati rovnost

pH+pi+pt=2+44+8=14 azaroven r %+ % = 2393- 14 = 2379. Hledame tedy
takové prvo €islo r, jehoZ t feti mocnina je nejblize mensi nez  €islo 2379. Nejblize
je treti mocnina €isla 13 (13* = z197). Dosazenim ov éfime, ze €islo 13 spl fuje
rovn 8Z rovnost » 4+ #* 4+ »¥ = 2379

Hledanymi prvo €isly jsou €isla 2 a 13.
Hodnoceni:
= nalezeni vlastnosti souctu ... 1 bod

= nalezeni ¢isla 2 ... 2 body
= nalezeni Cisla 13 ... 3 body

Z9-11-4

Oznaéme stény étyrsténu pismeny a, b, ¢, d (a — podstava,-bprava bo €ni sténa, c
— zadni sténa, d — leva bo €éni sténa; viz obr. 3).

Libovolnym p Fevalovanim €tyfsténu dostaneme vzdy stejnou pravidelnou

’ A
JAUAVA
VAVAV

Obr. 4
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Tato pravidelnost je zachovana i p i pfevalovani po hracim planu, p Ffiéemz
béhem ¢ty krok G se vZdy vyst Fidaji vSechna ¢isla na st énach €Etyfsténu (viz obr.

FAVATA

o]

a

d
IT T
AN d b d b
;’ c a c a c
[ e prp—
Plati tedy rovnost: 4 .{a+&+c+d)+(a+d)=132. (Tvar rovnosti zavisi na
zpusobu ozna €eni stén étyFsténu a na jeho vychozi poloze p Fed pfevalovanim
po hracim planu; ve vSech p Fipadech vSak dosp éjeme ke stejnému reSeni.)
Sou et €isel na vSech st énach m GzZe byt nejvySe 30 a sou ¢€et €isel na dvou

sténach nejvySe 17, proto za podminky r aznosti €isel na jednotlivych st énéach je
vySe uvedena rovnost spin  éna pouze pro a+4 +c+d =29 azaroven g +d =16.

Na sténach ¢Etyfsténu byla napsana €isla b, 7, 8, 9.:
Hodnoceni:

= objeveni pravidelnosti ... 2 body
= sestaveni rovnice ... 1 bod
= sestaveni soustavy rovnic ... 2 body

nalezeni ¢isel ...1 bod

Zadani uloh
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