56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Z cislic 1,2,...,9 jsme vytvorili tri smisend cisla a%. Potom jsme tato tri cisla
spravné secetli. Jaky nejmensi soucet jsme mohli dostat? (KaZdou éislici jsme po-
uZili prave jednou.)

RESEN{. Dalsi dvé smiSens éisla si oznadime d? a g%. Ma-li byt soucet téchto tii
Cisel nejmensi mozny, musi byt predevsim nejmensi mozny soucet a + d + g. Pouzijeme
tedy cislice 1, 2, a 3. Dale ndm zbyvaji zlomky. M4a-1i byt jejich soucet co nejmensi,
musi byt v jejich jmenovatelich co nejvétsi ¢isla, tedy 7, 8, a 9. Dale vyzkousime vSechny
moznosti, jak doplnit ¢isla do Citatelu (protoze budeme tyto zlomky porovnavat, je

v

vyhodnéjsi je nekrétit):

4,5,6_0% (a)
7 8 9 504’
4 6 5 946
7759 = 5o (®)
5,4,6_948 ©
7 8 9 504’
5 6 4 962
— —_— —_— = — d
7+8+9 504 (d)
§+é+§_% (e)
7 8 9 504’
6 5 4 971
2 2 x_J0 f
778797 504 ®

Je zfejmé, ze nejmensi mozny soucet dostaneme v prvnim pripadé, a to:

4 5 6 939 145
+7+ +8+3+9 6+504 168

2. Kradl si nechal nalit plnou ¢isi vina. Pétinu vina z ni upil. Pak st nechal ¢isi dolit
vodou a upil ¢turtinu obsahu. Opét mu ¢isi dolili vodou a krdl z ni upil tretinu. PdZe
mu zase ¢isi dolilo vodou. Kolik procent cistého vina zbylo ve sklenici?

RESENI. Je dilezité si uvédomit, ze dolévanim vody se mnozstvi ¢istého vina v ¢isi
neméni. A kdyz kral upil z ¢ise fedéného vina napf. tfetinu, znamena to, ze upil tfetinu
¢istého vina v ¢isi a tretinu vody v ¢isi. Takze staci pouze sledovat mnozstvi ¢istého
vina ve sklenici.

‘. a1 . 4 .

Poprvé: vypil ¢ vina, zbyly = vina.

¢ vunil L. 4 — L 3.4 _ 3
Podruhé: vypil ; - = = £ vina, zbyly § - = = £ vina.
Yot{: i11.3 1 2.3 _ 2
Potfeti: vypil 5 - £ = £ vina, zbyly £ - £ = £ vina.

Ve sklenici nakonec zbyly £ ¢istého vina, coz je 40 % (zbytek byla voda).
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3. Je dan pravidelny devitiuhelnik ABCDEFGHI. Vypocitejte velikost uhlu, ktery
sviraji primky DG o BE.
RESENT. Ozna¢me S stfed pravidelného devititthelniku a X priiseéik piimek DG
a BE (obr.). VSimneme si trojihelniku BG X, ve kterém mame urcit velikost thlu GX B
(resp. GX E; zajimé nés ten, ktery je mensi). K tomu potfebujeme znat velikosti ostat-
nich vnitinich uhla.

Pravidelny devititithelnik je mozno rozdélit na devét shodnych rovnoramennych
trojuhelnikt se spolecnym vrcholem S. Vnitini thel pfi vrcholu S u kazdého z téchto
trojihelnik ma velikost 360° : 9 = 40°.

Nyni ur¢ime velikosti vnitinich thli v trojihelniku SBG (je rovnéz rovnoramenny,
se zékladnou BG):

|<BSG| =4-40° = 160°,
|<SBG| = |xSGB| = (180° — 160°) : 2 = 10°.
Daéle zjistime velikosti vnitinich thld v trojihelniku SDG (rovnoramenny se zaklad-
nou DG):
|xDSG| =3-40° = 120°,
|%<SGD| = |<SDG| = (180° — 120°) : 2 = 30°.
Analogicky vypoéteme velikosti vnitinich thld v trojihelniku SBE (rovnoramenny
se zékladnou BE):
|xBSE| =3-40° = 120°,
|xSBE|=|xSEB| = (180° — 120°) : 2 = 30°.
Nyni zpatky k trojihelniku BGX:
|xBXG|=180° — |[xGBX| — |[xBGX| =
= 180° — (|xGBS| + |xSBE|) — (|x BGS| + |xSGD|) =
= 180° — (10° + 30°) — (10° + 30°) = 100°.
Odtud |«GXFE| = 180° — 100° = 80°.
Piimky BE a DG sviraji thel 80°.



4. Zdci postavili z maljch kostek pyramidu podobnou té na obrdzku, meéla vsak vice
pater. Pyramida, svého druhu nejvétsi na svété, stala od té doby na dvore Skoly
a prselo na ni. Po case se musely vsechny kostky, na kterée prselo, tedy ty na povrchu,
vymenit. Vymeénilo se celkem 2025 kostek. Kolik méla pyramida pater?

/£
/Z |
A )

RESEN{. Kazdé patro pyramidy je tvofeno jednou vrstvou kostek, které jsou uspo-
fadané do ¢tverce (tj. na kazdé strané tohoto patra je stejny pocet kostek). Po odebréani
vSech kostek na povrchu dostaneme tentyz typ pyramidy, jen o jedno patro nizsi. To
znamena, ze odebrané kostky lze usporadat do ¢tverce, ktery odpovida nejnizsimu patru
puvodni pyramidy. Nejprve zjistime, kolik kostek je na strané tohoto patra:

z? =2025,
x = 45 kostek.
Zbyva jesté urcit, jakému poctu pater tento pocet kostek odpovida:
1. patro ... 1 kostka
2. patro ... 3 kostky
3. patro ... 5 kostek
n. patro ... (2n — 1) kostek
Odtud
2n — 1 =45,
n = 23 pater.

Pyramida méla 23 pater.

5. Je ddno ctyrmistné cislo. Pricteme k nému takové ctyrmistné cislo, které je napsano
cislicemt pruniho cisla, ale v opacnem poradi. Kterymi cisly je vidy délitelny tento
soucet?

RESEN{. Libovolné étyfmistné éislo lze zapsat jako 1000a + 100b + 10c + d, nové
vytvorené €islo (ze zadani ulohy) méa potom tvar 1000d + 100c + 10b + a. Secteme-li
tato dvé ¢isla, dostavame po tpravé 1001(a + d) + 110(b + ¢). Hledame-li ¢islo, kterym
je tento soucet vzdy délitelny, nesmi byt zavislé na hodnoté ¢islic. Potfebujeme vlastné
zjistit spolecné délitele obou clenii:

1. ¢len 1001(a+d) =7-11-13- (a + d) je vzdy délitelny ¢isly: 1, 7, 11, 13, 77, 91,
143, 1001.

2. ¢len 110(b+c¢) =2-5-11-(b+c) je vzdy délitelny ¢isly: 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110.

Tento soucet bude vzdy délitelny ¢isly 1 a 11.
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6. Vyska rovnoramenného trojuhelniku ABC' déli jeho obsah v poméru 1 : 3. Urcete
obsah a obvod trojihelniku ABC, je-li |AC| = |BC| a |AB| = /32 cm.

RESENI. Je dilezité si uvédomit, o kterou vysku se jedna: vyska na zakladnu je
zaroven téznici, takze de€li obsah trojuhelniku v pomeéru 1 : 1. Vyska v zadani tlohy
je tedy vyskou na rameno. Tato vyska v rozdéli trojuhelnik ABC na dva pravouhlé
trojuhelniky. Protoze maji jednu odvésnu spole¢nou a obsahy v pomeéru 1 : 3, musi byt
zbyvajici odvésny v pomeéru 1 : 3. Oznac¢me délku ramen 4x a patu vysky v jako P.
Nyni mohou nastat dvé situace:

(a) Kratsi tsek ramena lezi u zékladny AB.

C

3z

P

T

A B

Sestavime dvé rovnice z Pythagorovy véty (pro trojuhelnik APC a trojthel-
nik ABP):

(3x)* +v* = (42)?,
x? + v? = (\/3_2)2

Z obou vyjadiime druhou mocninu vysky v:

v? =722,

v? =32 — 22

Odtud:

Dale je
|AC| = |BC| = 4z = 8 (cm),
|AP| = v = V722 = 2/7 (cm).

Obsah trojthelniku ABC je S = 2|BC|-v = 8y/Tcm?.
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Obvod trojuhelniku ABC je o = 2|BC| + |AB| =16 + v/32 = 4(4 + v2) (cm).
(b) Delsi tisek ramena lezi u zakladny AB.

A B

Postupujeme analogicky. Sestavime dvé rovnice z Pythagorovy véty:

Z obou vyjadiime druhou mocninu vysky v:

v? = 1522,
v? =32 — 922,
Odtud:

1522 = 32 — 922,

2v/3
r = —— Ccin

3
Dale je

IAC| = | BC| = 42 — 2 3 em,
|AP| = v = V1522 = 2V/5cm.

Obsah trojuhelniku ABC je S = 3|BC|-v = §v/15cm?.

Obvod trojuhelniku ABC je o = 2|BC|+|AB| = 32v/3+v32 =4 (V3 + v2) (cm).



