MATEMATICKA OLYMPIADA

pro Zaky
zakladnich $kol a niZSich roéniku viceletych gymnazii

57. ROCNIK, 2007/2008

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme véas k tcCasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolnd a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zGcastnit zaci 5. az 9. ro¢nikd zdkladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

rocnik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 76
5 — — 75

Se souhlasem svého ucitele matematiky muzete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi roénik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stfednich skol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uverejnény v letdku Matematickd olympidda na stiednich
skolach.

Pruabéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tfech kolech.

Kategorie Z9 mé skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, 77, 76 a 7Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéze, organizovaném na $kolach,
Fesi zaci ve svém volném case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym ucitelim
matematiky feseni alespon ¢tyf tloh. Vsem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim priibéhu soutéze
mohou byt zadany podobné ulohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym uciteliim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, Z9: prvni trojici uloh do 5. listopadu 2007 a druhou
trojici tloh do 7. ledna 2008.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici iloh do 10. prosince 2007 a druhou
trojici loh do 3. bi'ezna 2008.

Vasi ucitelé ulohy opravi a ohodnoti podle stupnice I — vyborne, 2 —
dobre, 8 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a seznami vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli Skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u Ctyt uloh Feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Prace vsech uspésnych resiteld kategorili Z6 az Z9 zasle vase skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi fesitele a pozve je k tcasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastniki v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO 8koly, které okresni kolo potadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 23. ledna 2008,

pro kategorii Z6 az Z8 9. dubna 2008,
pro kategorii Z5 23. ledna 2008.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az 79 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probihd na nékolika skolach okresu
povérenych poradanim.

Zaci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v pritbéhu 4 hodin 4 soutézni lohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v pribéhu 1 hodiny.

Ve vsSech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souétu ziskanych
bodii se sestavi poradi ti¢astnikti okresniho kola. Uéastnici, ktefi ziskaji
pfedepsany pocet bodu (zpravidla asponl polovinu z dosazitelnych bodit),
se stanou uspésnymi fesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 26. bfezna 2008 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pri okresnim kole. Nejlepsi tcastnici krajského kola jsou vyhlaseni jeho
vitézi.



Matematickou olympiadu potadaji Ministerstvo skolstvi, mlddezZe a té-
lovgjchovy, Jednota ceskijch matematiki a fyziki o Matematicky ustav Aka-
demie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO, v kra-
jich ji ¥idi krajské komise MO pti pobockach JCMF a v okresech okresni
komise MO. Na jednotlivych skolach ji zajistuji povéfeni ucitelé matema-
tiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

o]

Reseni sout&Znich tloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
ilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté ndm. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2007,/2008

Uloha Z8-1-3

Reseni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, Ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tivah, které k nému
vedly.

Prace, které nebudou spliiovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze ptijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchazejicich ro¢nikt MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dan obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Resend. Délky stran obdélniku ozna¢ime a, b. Novy obdélnik m4 délky
stran a 44, b — 5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélnikt plati

2ab = (a+4)(b - 5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a —20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) = —40 rozloZit na soucin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢isla —40 na 2 ¢initele. P¥itom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5 > 5. Jsou dvé moznosti:

(=2)-20=-40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pfipadé€ dostaneme obdélnik o strandch a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, ¥’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. 8’ =28.

V druhém pfipadé dostaneme obdélnik o stranach ¢ = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak mé strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S’ = 210. Opét je S' = 28.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1
Kuchynsky sttl ma tvar obdélniku o rozmérech 90 cmx 140 cm. Chceme
na néj usit ubrus tak, aby na vSech okrajich stolu presahoval stejné.
a) Kolik latky sifky 140 cm je tfeba koupit, abychom jiz nemuseli latku
stithat?
b) Kolik centimetrii bude tento ubrus na kazdé strané presahovat?
((Svétlana Bedndrovd)

Z5-1-2

Doplii na prazdné cihlicky pyramidy z obrazku chybéjici ¢isla tak,
aby platilo: na kazdé cihli¢ce (kromé spodni fady) je napsané éislo, které
se rovna poloviné souctu ¢isel napsanych na dvou sousednich cihlickach
z nizsiho fadku.

| | | 110 | 436 |

(Svétlana Bedndrovd)

Z5-1-3
Ve skolce maji stavebnici ze stejné velkych molitanovych kvadri. Délky
jejich hran v centimetrech jsou cela ¢isla. Kdyz déti chtéji postavit véz,
polozi vSechny kvadry na sebe tak, aby na sobé lezely stejnymi sténami
a aby v zadném patfe nebyly dva kvadry vedle sebe. Takto se jim postupné
podarilo postavit t¥i ruzné vysoké véze. Prvni méla vysku 120 cm, druhé
130 cm a tieti 150 cm. Kolik kvadri mohly déti ve skolce mit?
(Svétlana Bedndrovd)

Z5-1-4

Trojcata pravé oslavila své tfeti narozeniny. Za pét let bude soucet
jejich véka roven dne$nimu stafi jejich matky. Kolik let bude jejich matce
za pét let? (Marie Krejéovd)
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75-1-5

Cislo se nazyvéd mazané, jestlize poéinaje od jeho tfeti é&islice zleva
plati: Kazda jeho cislice je souctem vsSech ¢islic lezici nalevo od néj.
a) Uved dvé nejvétsi mazand ¢isla.
b) Kolik je v8ech ¢tyimistnych mazangch ¢isel?

75-1-6

(Svétlana Bedndrovd)

Doplii do prazdnych policek pfirozend ¢éisla od 1 do 16 (kazdé ¢islo
miZes pouzit jen jednou) tak, aby platily matematické vztahy:

+8 :5 + 10
4 +6 +1
27 12 +4
+4 12 +3

(Miroslava Smitkovd)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1
Jirka koupil dvé ¢okolady v obchodé naproti Skole. Michal si koupil
stejné dvé cokolady v obchodé za skolou a Ivan si koupil jednu tako-
vou ¢okoladu, ale ve Skolnim bufetu. Potom zjistili, Ze prumérné je vysla
jedna ¢okolada na 19,70 K¢&. Cena zakoupenych ¢okolad je o 6 K& vyssi,
nez kdyby chlapci nakoupili vSech 5 cokoldd v obchodé naproti skole,
a 0 6,50 K¢ nizsi, nez kdyby nakupovali jen v obchodé za skolou. Za kolik
korun prodavaji ¢okoladu v jednotlivych obchodech?
(Monika Dillingerovd)

Z6-1-2
Michal mél barevné nalepky dvou druht ve tvaru pravouhlych rov-
noramennych trojihelnikti. Prvni nélepka méla ramena délky 5cm, téch
bylo 9. Druhé méla nejdelsi stranu dlouhou 10 cm a téchto nalepek bylo 17.
Kolik nalepek prvniho druhu si ma Michal jesté dokoupit, aby vSemi svymi
nalepkami mohl oblepit (pokryt) stény krychle s hranou délky 10 cm?
(Monika Dillingerovd)

Z6-1-3
V roviné maji lezet body A, B, C, D tak, aby platilo: |AB| = 7 cm,
|BC| =8cm, |[CD| =5cm a |[DA| =9cm.
a) Ur¢i nejvétsi moznou vzdalenost bodia A a C.
b) Urdi nejmensi moznou vzdalenost bodia A a C. (Libor Simiinek)

Z6-1-4
P¥i chudokrevnosti se doporucduje pit smés $§tadvy z mrkve a Cervené
fepy. Cervend fepa viak mé tvofit pouze 1/5 z objemu népoje. Ze dvou
kilogramt mrkve ziskdme v odstaviiovadi 7,5 dl §tavy. Z jednoho kilogramu
dervené fepy ziskdme 6 dl stéavy.
a) Jaké mnozstvi mrkve potfebujeme na 250 grami Cervené Fepy, aby-
chom ziskali spravné namichanou smés $tavy?
b) Jaké mnozZstvi §tdvy takto ziskdme? (Svétlana Bedndrovd)
Z6-1-5
Rekne-li mimozemstan v rozhovoru o Vanocich ,haf quin lina“, zna-
mena to ,velké zlaté hvézdy“; kdyz ,kari lina mejk“, znamena to ,blikava

zlata kolecka®; kdyz ,esca haf kari“, znamené to ,Cervena velka kolecka“.
Jak se fekne ,blikavé hvézdy“? (Zapi$ svou tvahu.) (Marta Volfova)
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76-1-6
7 cisel 532 a 179 vyskrtni dohromady dvé cislice, aby soucin takto
vzniklych éisel byl co mozné nejveétsi. (Monika Dillingerovd)



KATEGORIE Z7

Z7-1-1

Cislo je trochu nestastné, je-li ndsobkem ¢isla 13. Cislo, které je né-
sobkem ¢isla 17, se nazyva trochu usmévave. Kolik existuje ¢isel mezi pri-
rozenymi Cisly od 1 do 1000000, kterda nekonc¢i nulou ani pétkou a jsou
pfitom zéroven trochu nestastna a trochu usmévava?  (Marta Volfovd)

77-1-2

Vlada zemé Tramtarie se rozhodla, ze své izemi rozd€li do Sesti okresi.
Vybrala proto Sest nejvyznamnéjsich mést a kazdému chce pfifadit okres
podle nasledujiciho klice: kazdé misto v zemi patii do okresu toho mésta,
které je danému mistu nejblize. Pfekreslete si ve vhodném méfitku mapu
Tramtérie a narysujte do ni hranice okrest. (Okresni mésta jsou oznacena
pismeny A-F, silnd ¢ara znac¢i hranice Tramtarie. Pomyslna ¢tvercova
sit m& pouze usnadiiovat orientaci v mapé a nijak neovliviiuje hranice

okresi!)
/ AT 1)
(5 F
? )
) 5 (
({C’ D
NI R
(Libor Simiinek)
77-1-3

Ve 12 hodin stala na parkovisti ¢eska, némeckd a francouzska auta,

a to v poméru 9 : 4 (Ceskd ku némeckym) a 2 : 3 (némecka ku francouz-
skym). Béhem hodiny odjelo jedendct a prijelo pét ¢eskych aut, odjelo
jedno a prijelo jedenact némeckych aut a odjela t¥i a prijelo Sest fran-
couzskych aut. Jaky je pomér ¢eskych, némeckych a francouzskych aut ve
13.00 na parkovisti, kdyz ve 12.00 tam bylo dvanéct francouzskych aut?
(Sdrka Ptdckovd)
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77-1-4

Usecky AM, BM,CM a DM uspoiadané jako na obrazku maji stejnou
délku. Uhly, které sviraji, maji velikosti 20°, 20°, 50°, 50°, 70° a «. Jaka
je velikost hlu, ktery sviraji pifimky AB a CD? (Obrézek je nepfesny,
nevyplati se mérit.) (Michaela Raabovad)

M

20°

Z7-1-5

Policka na sachovnici 4 x4 vybarvi 4 barvami a vepis do nich 4 pismena
J, A, R, O tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci byly zastoupeny
vSechny barvy i vSechna pismena. (Kazdé policko bude obsahovat pravé
jedno pismeno a bude vybarveno jednou barvou. Kazdé pismeno musi byt
vybarveno postupné vSemi barvami a také kazda barva musi vystiidat
v8echna pismena.) Najdi aspoil jedno feSeni. (Marta Volfovd)

Z7-1-6
Na papife je napsano nékolik bezprostfedné po sobé jdoucich pfiroze-
nych cisel. Je mezi nimi 12 nasobkt ¢isla 5 a 10 nasobku ¢isla 7.
a) Kolik pfirozenych ¢isel je na papife napsano?
b) Najdi jednu fadu ¢isel, kterd odpovida témto podminkam.
(Libor Simiinek)
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KATEGORIE Z8

78-1-1

Najdéte vSechna ¢tyfmistna cisla délitelnd tfemi, kterd po vynasobeni
¢islem 17 davaji soudin konéici trojéislim 519. (Libuse Hozovd)
Z8-1-2

Najdéte vsechny trojice pfirozenych ¢isel mensich nez 10, jejichz soucin
je sedmindsobkem jejich souctu. (Libuse Hozovd)
78-1-3

Jano si koupil sedmimilové boty. Jeho kamarad Honza z Cech si koupil
létajici koberec. Potom se oba dva zucastnili pohadkového dvanactihodi-
nového zavodu. Béhem zavodu méli hlad, a tak se oba dva zastavili na
jidlo. Obéma zabrala piestavka na jidlo jednu hodinu. Kdyby se Honza
nezastavil po cesté na vepro-knedlo-zelo, predbéhl by Jana o 51 kilometra.
Kdyby se Jano nestavil na bryndzové halusky, predbéhl by Honzu o 28 ki-
lometra. Jak daleko od sebe by skondili, kdyby nejedl ani jeden z nich?
Kdo z nich by byl prvni? (Monika Dillingerovd)

Z8-1-4

V Tramtarii maji pét lékarskych fakult, z nichz kazda muze pfijmout
do prvniho ro¢niku 200 studentd. Pfijimaci zkousky na jednotlivé fakulty
se konaji v rizné dny, proto si studenti mohou podat pfihlasku na vice
gkol. Ptali jsme se na jednotlivych fakultach, kolik dostali pfihlasek pro
rok 2007/08. Ziskali jsme tyto odpovédi:

1. fakulta: ,,Dostali jsme pétkrat vice prihlasek, nez kolik jsme méli volnych
mist.“

2. fakulta: ,U nds pocet uchaze¢t prevysoval kapacitu o 320 %.“

3. fakulta: ,,Na nasi fakultu se hlasilo o 510 uchazect vice, nez kolik jsme
mohli pfijmout.“

4. fakulta: ,U nas na kazdé volné misto pripadly v praméru 3 prihlasky.*

5. fakulta: , K ndm se hlasilo o tfi étvrtiny zajemcu vice, nez kolik jsme
meéli mist.“

V akademickém roce 2007/08 nakonec na lékaiské fakulty nastoupilo
do 1. ro¢niku 1000 studentd. Ze statistik vyplyva, Ze zajemce o studium
mediciny podal na lékarské fakulty pramérné 2,5 prihlasky. Kolik zajemct
se nedostalo na zadnou z fakult? (Libor Simiinek)
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78-1-5

Pan Poleno s panem Strepinou vyrabéli nové domovni dvefe o veli-
kosti 3m?. RAm dvefi tvaru obdélniku, jeho thlop¥icky a dvé dalsi pficky,
které spojovaly dva vrcholy obdélniku se stfedy protilehlych stran, byly
z kovovych tyc¢i. Pan Poleno vyplnil dfevem ¢tyfi tmavé casti dvefi a pan
Stiepina zbyvajici ¢asti dveti zasklil. Kolik metri ¢tvereénich dfeva po-
tfeboval pan Poleno na vyplin dveri? (Libuse Hozovd)

Z8-1-6
Uprostied namésti v Kocourkové je ¢tvercovy travnaty zahon. Kocour-
kovsti zjistili, Ze zapomnéli udélat chodnik. Proto na néj z kazdého okraje
zahonu ubrali 2 metry. Pfed polozenim zamkové dlazby a pisku pod ni
bylo tfeba pod celou plochu chodniku vykopat ptil metru hluboky vykop.
Odkopanim travy a hliny se zahon zmensil o 1200 m?.
a) Vypoctéte obsah zbylého travnatého zdhonu.
b) Kolik m? pisku je pod dlazbou, jestlize povrch dlazby je v roviné s trav-
natym zadhonem a vyska dlazdice je 8 cm. (Miroslava Smitkovd)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1

Najdéte vsechna ¢tyimistna cisla konéici ¢islici 9, kterd jsou délitelna
kazdou svou &islici. (Pavel Tlusty)
Z9-1-2

Petr se ptal babicky, kolik je dédeckovi let. Babicka mu odpovédéla
takto: , To vis, uz ddvno nam neni padesat, ale zase nam jesté neni osm-
desat let. Kdyz vynéasobis soucet mého a dédeckova véku jejich rozdilem
a k vysledku prictes oba nase véky, dostanes 492.“ | Aha,“ fekl po chvili
Petr, ,tak to je dédeckovi...“ Kolik let je Petrovu dédeckovi, vite-li, ze je
starsi nez Petrova babicka? (Michaela Raabovad)

79-1-3

Stiedem rotac¢niho valce s podstavou o poloméru r a vyskou v byl vyvr-
tan valcovy otvor. Objem takto vzniklého ,,dutého valce“ je poloviéni nez
objem vélce piivodniho. Vyjadrete tloustku stény dutého valce pomoci r.

\

B

’
1
1
1
\
\

N

(Marie Krejcovd)

79-1-4

Minulou divadelni sezénu se prodavaly vstupenky za jednotnou cenu
160 K¢. Pro letosni sezénu se sedadla rozdélila do dvou kategorii. Mista
I. kategorie stoji 180 K¢, mista II. kategorie 155 K¢. Pokud jsou vSechna
sedadla v sale rozprodana, je celkova trzba stejnd jako pfi vyprodaném
predstaveni loni. Reditel divadla vsak neni s timto rozdélenim spokojen,
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a pro pristi sezénu planuje zménu: z nejméné atraktivnich mist soucasné
II. kategorie vytvori novou III. kategorii. Aby se trzba za vyprodany sal
nezménila, rozhodl, Ze vstupenky budou stét 180 K¢ (I. kategorie), 160 K¢é
(IT. kategorie) a 130 K¢& (IIL. kategorie). V jakém poméru budou piisti
sezénu pocty sedadel jednotlivych kategorii? (Libor Simiinek)

79-1-5
Jirka koupil dvé ¢okolady v obchodé naproti skole. Michal si koupil
stejné dvé cokolady v obchodé za skolou a Ivan si koupil jednu takovou
¢okoladu, ale ve skolnim bufetu. Cena zakoupenych ¢okolad je o 6 K¢ vyssi,
nez kdyby chlapci nakoupili vSech 5 ¢okoldd v obchod€ naproti skole, a je
0 6,50 K¢ nizsi, nez kdyby nakupovali jen v obchodé za skolou. Ve skolnim
bufetu prodavaji ¢okoladu za 19,50 K¢. Kolik zaplatili kluci za vsech pét
¢okolad dohromady? Kolik stoji jedna ¢okolada v obchodé za skolou?
(Monika Dillingerovd)

79-1-6

V roviné je dan ¢tyruhelnik ABC D. Sestrojte bod K, ktery je vrcholem
rovnobézniku BCDK, a bod L, ktery je vrcholem rovnobézniku CDAL.
Ukazte, ze pfimka K L prochézi stfedem strany AB daného ¢tyruhelniku
ABCD. (Jaroslav Svrcéek)
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