57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z9

1. Najdéte vsechna ctyrmistnd c¢isla koncici c¢islici 9, kterd jsou delitelnd kaZdou svou
cislict.

RESEN{. Je ziejmé, Ze takové &islo nemiize obsahovat ¢islici 0. Hledané étyfmistné
¢islo bude mit vzdy na misté jednotek c¢islici 9, takze bude liché a nemiize tedy obsahovat
zadnou z cislic 2, 4, 6, 8. Ze stejného diivodu nebude nikdy délitelné péti, proto nemize
byt v jeho zapise ¢islice 5.

Oznac¢me hledané ¢islo ve tvaru

abc9,

kde a,b,c € {1,3,7,9} jsou ¢islice. Vzhledem k tomu, Ze hledané ¢tyimistné ¢islo musi
byt délitelné deviti, dostavame podminku

9| (a+b+ec).

Pripustné moznosti vypiseme do tabulky:

‘ at+b+ec ‘ rozklad ‘ mozné ¢isla ‘
27 94+49+9 9999
18 nelze

9 T+1+1,3+3+3|7119,1719, 1179, 3339

Odtud dostavame, ze zadani tlohy vyhovuji ¢isla 9999, 7119, 3 339.

2. Petr se ptal babicky, kolik je dédeckovi let. Babicka mu odpovedéla takto: ,,To vis,
uz ddvno ndm neni padesdt, ale zase ndm jesté neni osmdesdt let. KdyzZ vyndsobis
soucet meho a dédeckova veku jejich rozdilem a k vysledku prictes oba nase véky,
dostanes 492.“ ,Aha,“ vekl po chvili Petr, ,tak to je dédeckovi...“ Kolik let je
Petrovu dedeckovi, vite-li, Ze je starsi neZ Petrova babicka?

RESEN{. Ozna¢me babi¢éin vék b a dédeckiv vék d (v letech). Ze zadani vyplyva,
ze 50 < b < 80, 50 < d < 80, b < d. Sestavime rovnici:

(b+d)-(d—b)+b+d=492,
kterou lze vytknutim vyrazu (b + d) na levé strané rovnice prevést na tvar:
(b+d)-(d—b+1)=492.

Ze zadani vime, Ze soucet véku Petrovych prarodic¢u (tj. b + d) je ¢islo vétsi nez 100
a mensi nez 160. Najdeme vSechny délitele ¢isla 492 = 22 - 3 - 41. Jsou to ¢isla: 1, 2, 3,
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4, 6, 12, 41, 82, 123, 164, 246, 492. Z nich vyse uvedenou podminku pro soucet (b + d)
spliiuje jediné — ¢islo 123. Odtud dostavame soustavu rovnic:

b+d =123,
d—b+1=4.

Jejim resenim je b = 60 let, d = 63 let.
Petrovu dédeckovi je tedy 63 let.

3. Stredem rotacniho vdlce s podstavou o polomeru r a vyskou v byl vyvrtan vdlcovy
otvor. Objem takto vzniklého ,dutého valce” je polovicni nez objem vadlce puvodniho.
Vyjddrete tloustku stény dutého vdlce pomoci r.

RESEN{. Objem ptivodniho dfevéného valce je V, = mr?v.

Oznac¢me x polomér vyriznutého valcového otvoru. Protoze objem ,,dutého valce*
je poloviéni oproti objemu ptivodniho valce, musi byt objem vyfiznutého valce V,, rovnéz
polovi¢ni. Proto plati:

1
V., = malv = §Vp

Odtud plyne rovnice:

1
2 12
7rxv—27rrv,
2
2 _ 1"
T = 5
V2
r=r-—.
2

(Protoze x, v i r jsou kladné redlné ¢isla, mtizeme postupovat uvedenym zpisobem.)
Tloustka stény ,,dutého valce“ je

r—x=71—1-—=



4. Minulou divadelni sezonu se prodavaly vstupenky za jednotnou cenu 160 K¢. Pro
letosni sezonu se sedadla rozdeélila do dvou kategorii. Mista I. kategorie stoji 180 K¢,
mista I1. kategorie 155 K¢. Pokud jsou vSechna sedadla v sdle rozproddna, je celkovad
trzba stejnd jako pri vyprodaném predstavens loni. Reditel divadla véak neni s timto
rozdélenim spokojen, a pro pristi sezonu pldnuje zmenu: z nejmené atraktivnich mist
soucasné€ II. kategorie vytvori novou III. kategorii. Aby se trzba za vyprodany sdl
nezménila, rozhodl, Ze vstupenky budou stat 180 K¢ (1. kategorie), 160 K¢ (II. kate-
gorie) a 130 K¢ (II1. kategorie). V jakém poméru budou pristi sezonu pocty sedadel
jednotlivych kategorii?

RESEN{. Pocet sedadel letosni I. kategorie ozna¢me a, poéet sedadel letosni II. ka-
tegorie oznacme b. ReSime rovnici:

160(a + b) = 180a + 155b,
5b = 12a,
5 1

a_ J—
b 20 4’

Pocet sedadel budouci II. kategorie oznacme b1, pocet sedadel budouci III. kategorie
oznaéme by. Resime rovnici:

155(b1 —+ bz) = 16007 4+ 13005,

25by = 5by,
b _25_5
b, 5 1

Oba ziskané poméry vhodné rozsirime, abychom dokézali sestavit postupny pomér:

1 3 b1 5) 10
- s == . by by =3:10: 2.
17120 b 1 @b

Pocty sedadel 1., II. a III. kategorie budou pfisti sezénu v poméru 3 : 10 : 2.

5. Jirka koupil dvé cokolady v obchode naproti skole. Michal si koupil stejné dve co-
kolady v obchodé za skolou a Ivan si koupil jednu takovou cokolddu, ale ve skolnim
bufetu. Cena zakoupenych cokolad je o 6 K¢ wvyssi, neZ kdyby chlapci nakoupili
vsech 5 cokolad v obchodé naproti skole, a je o 6,50 K¢ nizZsi, neZ kdyby nakupovali
jen v obchodé za skolou. Ve skolnim bufetu prodavaji cokolddu za 19,50 Ké. Kolik
zaplatili kluci za vsech pét cokoldd dohromady? Kolik stoji jedna ¢okoldda v obchodé
za skolou?

RESEN. Ozna¢me n cenu jedné ¢okolady v obchodé naproti gkole a z cenu ¢okolady
v obchodé za skolou. Potom ceny c¢okolad musi spliiovat nasledujici soustavu rovnic:

2n + 2z + 19,50 = 5n + 6,
on + 6 = 5z — 6,50.
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7 druhé rovnice postupné zjistime:

on + 12,50 = 5z,
n+ 2,50 = z.

Odtud dosadime za z do prvni rovnice vyraz (n + 2,50):

2n 4 2 (n+ 2,50) + 19,50 = 5n + 6,
2n +2n 45 + 19,50 = 5n + 6,
18,50 K& = n.

Protoze cokolada v obchodé za skolou je o 2,50 K¢ drazsi nez v obchodé naproti skole,

musi tam stat 21 K¢.
Za vsech pét cokolad zaplatili: 2 - 18,50 + 2 - 21 4 19,50 = 98,50 K¢.

6. Vroviné je dan ctyruhelnik ABCD. Sestrojte bod K, ktery je vrcholem rovnobézniku
BCDK, a bod L, ktery je vrcholem rovnobézniku CDAL. Ukazte, Ze primka KL
prochazi stredem strany AB daného ctyriuhelniku ABCD.

RESEN{. Ze zadani plyne, Ze tisecky CD, BK a AL jsou shodné a navic rovnobé&zné.
Body K, L pfitom lezi v opa¢nych polorovinach vytatych pfimkou AB. Shodné tsecky
AL a BK, které lezi rovnéz v opacnych polorovinich vytatych pfimkou AB, jsou tudiz
protilehlymi stranami rovnobézniku AK BL. Jeho thlopficky AB a KL se navzajem
puli, a proto primka K L prochéazi stfedem strany ADB.




