58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

lI. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Do prazdnych ¢tvercti na obrazku patii takova prirozena cisla, aby soucet tii ¢isel na
kazdé strané trojuhelniku byl stejny. Kolik rtiznych trojic pfirozenych ¢isel lze do obrazku
doplnit?

(L. Simiinek)

Mozné Feseni. Cisla pat¥ici do prazdnych poli ozna¢me po fadé a, b, c.

Ze souctd na levé a pravé strané trojuhelniku odvodime
a=(36+48+c) — (36 + 25) = c+ 23.
Podobné vyjadiime pomoci proménné ¢ i proménnou b, tedy
b=(36+48+4+c¢)— (c+c+23)=61—c.

Aby vyrazu 61 — ¢ odpovidalo prirozené ¢islo, musi platit ¢ < 61. Za ¢ tedy muzeme
dosadit jakékoli prirozené cislo od 1 do 60, do obrazku lze tudiz doplnit 60 riznych trojic
prirozenych cisel.

Jiné feSeni. Do pole ¢ dosadime nejmensi mozné ¢islo, tedy 1. Pak ve spodnim fadku
budou ¢isla 24, 60, 1. Dame-li do pole ¢ ¢islo o 1 vétsi, zveétsi se soucet na pravé strané
trojuhelniku o 1. Abychom dostali tentyz soucet i na zbylych stranach, ¢islo v poli a
zvétsime oproti predchozimu zptsobu vyplnéni o 1, ¢islo v poli b zmensime o 1. Ve spodnim
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radku tak dostaneme cisla 25, 59, 2. Stejnym zptisobem bychom postupné ziskali vSechna
feSeni, posledni by meélo v poli b ¢islo 1. Existuje tedy 60 riznych fesSeni.

Hodnoceni. 3 body za odvozeni po¢tu Feseni (holy vypocet) a dalsi 3 body za zdivodnéni.
Za pouhé uvedeni jedné moznosti doplnéni udélte 1 bod. Za pouhé uvedeni spravného poctu
moznosti bez jakéhokoliv vypoctu ¢i zdiivodnéni udélte rovnéz 1 bod.

Z9-11-2

Noc¢ni hlidac¢ si psal pro ukraceni ¢asu posloupnost ¢isel. Zacal jistym prirozenym
¢islem. Kazdy dalsi ¢len posloupnosti vytvoril tak, ze k pfedchozimu ¢lenu pficetl urcité
¢islo: k prvnimu ¢lenu pricetl 1, k druhému 3, ke tfetimu 5, ke ¢tvrtému 1, k patému 3,
k Sestému 5, k sedmému 1 a tak dale. Vime, Ze se v jeho posloupnosti nachéazeji cisla 40
a 874.

1. Které ¢islo nasleduje v posloupnosti tésné po ¢isle 40 a které tésné po Cisle 8747
2. V posloupnosti najdeme dva tésné po sobé jdouci ¢leny, jejichz soucet je 491. Ktera
dvé cisla to jsou?

(L. Siminek)

Mozné Feseni. 1. Po ¢isle 40 postupoval hlida¢ pri¢itanim +1 4+ 3 + 5 nebo +3 +5+ 1
nebo +5 + 1+ 3. Kazdopadné se vsak dostal k ¢islu 49. Urcité dosel i k ¢isltim 58, 67 atd.,
tj. obecné 40 + a - 9, kde a je prirozené ¢islo. Nejvyssim takovym cislem mensim nez 874
je 868 = 40+ 92 - 9. Aby hlidac¢ dostal ¢islo 874, mohl k 868 pficitat jediné +5 + 1. Z toho
odvodime poradi s¢itancii, které hlidac¢ pricital mezi ¢isly 859 a 868 a stejné tak mezi ¢isly
40 a 49. Toto poradi je +5+ 1+ 3. Nyni je uz zfejmé, Ze v posloupnosti nasleduje po cisle
40 cislo 45 a po cisle 874 cislo 877.

2. Rozdil dvou sousednich c¢isel v posloupnosti mize byt 1, 3 nebo 5. Podle toho
hledané ¢isla mohou byt a) 245 a 246, b) 244 a 247 nebo c) 243 a 248. Najdeme clen
posloupnosti, jehoz hodnota je blizkd hledanym c¢islim. Tim je napt. ¢islo 238, protoze
238 = 40 + 22 - 9. Z predchozi ¢asti tlohy vime, ze po takovém c¢isle nasleduje pri¢itani
+541+43. Cést posloupnosti tedy tvoii ¢isla ..., 238, 243, 244, 247, 252, ... a hledanymi
¢leny posloupnosti jsou 244 a 247.

Jiné feseni 2. ¢asti. Nejprve zjistime, zda do posloupnosti patii dvojice ¢isel a) 245 a 246.
Z rozdilu téchto cisel odvodime, ze cislo 245 by musel hlida¢ ziskat prictenim + 5, tedy
pfedchozim ¢lenem by bylo 240. Clenu 240 by pfedchazela trojice séitancti + 5 + 1 + 3,
tedy ta, ktera nasleduje po ¢lenu 40. To vSak neni mozné, protoze 240 — 40 = 200 a 200
neni nasobek deviti. Podobné mtzeme vysetfit i zbylé dvojice b) a c).

Hodnoceni. V 1. éasti 2 body za spravnou odpovéd a 2 body za zdivodnéni; v 2. ¢asti
1 bod za spravnou odpovéd a 1 bod za zdtvodnéni.



79-11-3

Vojta Vodnik se bavil tim, ze pfeléval vodu mezi tfemi nddobami. Nejprve prelil po
jedné tretiné vody z druhé nadoby do prvni a tieti. Poté prelil po jedné c¢tvrtiné vody
z prvni nadoby do druhé a tfeti a nakonec jesté po jedné pétiné vody ze tieti nadoby do
prvni a druhé nadoby. Pak bylo v kazdé naddobé po jednom litru vody. Kolik vody mél
Vojta ptivodné v jednotlivych nddobach? (M. Petrovad)

MozZné FeSeni. (Reseni ,,od zacatku“) Oznacme mnozstvi vody v jednotlivych nddobach
x, y a z. Cely proces pfelévani je ve zkratce znazornén nasledujici tabulkou; vSechny hod-
noty jsou v litrech.

1. nadoba 2. naddoba 3. nadoba
na zacatku T Y z
1. prelévani +% -2-4 +4
po prelévani T+ 5 4 z+ 4
2. prelévéni -2 ng _i_ng +m—£%
po prelévani 244 £+i_?‘2/ %+?_2+Z
3. pielévani At FEEE TR
na konci o 81242 Sv oy 3

Nyni snadno sestavime soustavu rovnic, kterou budeme tesit:

11z y =z

2421
20+4 5 ’
3z .y 1
0 2 5 7
3r y 3z

o247
20 T4t T

neboli

11z + 5y + 4z = 20,
6z + 10y + 42 = 20,
3z + 5y + 12z = 20.

Odectenim prvnich dvou rovnic dostavame
ox — oy =0, tj. y = x.
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Dosadime do upravené druhé a tfeti rovnice:

16x + 4z = 20,
8x + 12z = 20.

Tyto rovnice od sebe opét odecteme:
8r — 82 =0, tj. z ==x.

To znamena, ze Vojta Vodnik mél piivodné ve vSech tfech nddobach stejné mnozstvi vody,
tj. po jednom litru jako na konci prelévani.

Hodnoceni. 3 body za odvozeni mnozstvi vody v nadobach po tfetim prelévani a 3 body
za vyteseni soustavy rovnic.

Jiné fesSeni. (Reseni ,,od konce*) Budeme postupovat obracené. Na konci po tfetim pre-

lévani mame v kazdé nadobé po jednom litru vody. Jeden litr ve tieti nddobé predstavuje
% mnozstvi vody, jez bylo v této nddobé pred tretim prelévanim. Prelévali jsme tedy po % li-

tru. Tuto vodu ,,vratime zpét“:

1. nddoba 2. nadoba 3. nadoba

po 3. prelévani 1 1 1
v ’ /7 7 v 1 1 2
prelévani zpét 3 5 +2
> ~ ’ ’ ’ 2 2 5
ptred 3. prelévanim 3 2 8

V prvni nadobé jsou nyni % litru, které predstavuji % mnozstvi vody v této nadobé pred
druhym prelévanim. Opét jsme prelévali po % litru. Tuto vodu zase vratime zpatky:

1. nadoba 2. nadoba 3. nadoba
v 7 ’ ’ 2 2 5
po 2. prelévani 3 2 2
v z 4 z v 2 1 1
prelévani zpét +3 —3 -1
v v 7 ’ ’ 4 1 4
pred 2. prelévanim 3 3 3

Celou uvahu zopakujeme jesté jednou. Mnozstvi vody v druhé nadobé predstavuje % pu-
vodniho mnozstvi vody v této nadobé. Znamena to, ze zpét vratime po % litru vody:

1. nadoba 2. nadoba 3. nadoba
v 7 ’ ’ 4 1 4
po 1. prelévani 3 3 3
v 7 ’ ’ v 1 2 1
prelévani zpét -3 +3 —1
na zacatku 1 1 1




Hodnoceni. U kazdého prelévani 1 bod za urceni, jaka ¢ast vody zustala v nddobé, a 1 bod
za stanoveni mnozstvi vody v nddobach pred prelévanim.

79-11-4

V Kocourkové planovali postavit pres feku ozdobny most, jehoz oblouk méa byt casti
kruznice. Profil oblouku vymezuje spolu s vozovkou kruhovou tse¢. V pivodnim navrhu
byla ale vyska oblouku mostu prili§ velka. Postavili tedy most, jehoz vyska oblouku byla
trikrat mensi, tim se vSak polomér pfislusné kruznice dvakrat zvétsil. V jakém poméru
byla vyska oblouku mostu a polomér prislusné kruznice u navrhu a v jakém u postaveného
mostu?

v
(/ )
Mozné reSeni. Je tieba si uvédomit, ze délka mostu [ je v obou pfipadech stejna. Ozna¢me

dale r; a v; polomér prislusné kruznice a vysku oblouku navrzeného mostu, podobné r
a vy znaci odpovidajici veli¢iny u postaveného mostu.

ﬂ;\
U1 -/ 1
l T9—V2 2

( B \
T1 —1)1>< " 2

(M. Petrovad)

N[

Stied oblouku kruznice a krajni body vozovky mostu tvori rovnoramenny trojuhelnik,
jehoz zékladnou je vozovka mostu (vozovka mostu je tétivou pfislusné kruznice). Potom
pro délku mostu [ podle Pythagorovy véty plati

[

2
<§) =1 —(ry —v1)? = 2rv; — v}, (1)

1\ 2
(5) =12 — (rg — v3)? = 2ryvy — v3. (2)

Porovname rovnosti (1) a (2)
2r —? = 2r — 02
1V1 Ul 2U2 U2' (3)
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Ze zadani jesté vime, ze

U1 = 3U27 (4)
To = 2T1. (5)

Dosadime do rovnice (3) a dale upravime:

2r1(3v2) — (3v2)? = 2(2r1 vy — v3,
611v9 — QUS = 4rivy — v%,
2rivg = 81}%,

T1Vg = 41)%.
Protoze vy je ¢islo kladné, mtizeme jim rovnici vydélit:
r1 = 4vs. (6)
Vyuzijeme vztah (5):
ro = 211 = 2 - 4vg = 8.

Nyni zjistime hledané poméry:
e pomér u navrhu je vy : r; = (3vg) : (dve) = 3 : 4,
e pomér u postaveného mostu je vy : 79 = vg : (8vy) =1 : 8.

Hodnoceni. 1 bod za spravné uziti Pythagorovy véty; 1 bod za porovnani délek mostu;
1 bod za vztahy (4) a (5); 1 bod za odvozeni vztahu (6) ¢i za analogicky vztah; po 1 bodu
za kazdy vysledny pomeér.



