59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z7

Z7-11-1

Kftemilek a Vochomtrka nasli bednicku s pokladem. Kazdy z nich si nabral do jedné
kapsy stfibrné mince a do druhé kapsy zlaté mince. Kiemilek mél v pravé kapse diru a ces-
tou polovinu svych zlatek ztratil. Vochomiirka mél diru v levé kapse a cestou domu ztratil
polovinu svych stiibriidki. Doma vénoval Vochomirka tfetinu svych zlatek Kiemilkovi
a Kremilek ¢tvrtinu svych stfibrnakd Vochomitirkovi. Kazdy potom mél presné 12 zlatek

a 18 stribrnaki. Kolik zlatek a kolik st¥ibrnaki si vzal kazdy z nich z nalezeného pokladu?
(M. Dillingerovad)

Mozné feSeni. Protoze se ztrata i darovani minci tyka vzdy jen jednoho druhu minci
(bud zlatek, nebo st¥ibriidk), budeme jejich mnozstvi pocitat oddélené.

Zlatky: Vochomirkovi ztistalo 12 zlatek, coz jsou % jeho ptivodniho mnozstvi. Pfinesl
si tedy 18 zlatek a 6 jich dal Kfemilkovi. Tomu tedy zbylo v kapse po prichodu domi
6 zlatek, coz je % jeho puvodniho mnozstvi. Odnesl si tedy 12 zlatek.

Stiibrnaky: Kfemilkovi ztstalo 18 stiibrnaki, coz jsou % jeho ptvodniho mnozstvi.
Prinesl si tedy 24 st¥ibrnakt a 6 jich dal Vochomirkovi. Tomu tedy zbylo v kapse po pri-
chodu domii 12 st¥ibrnakt, coz je % jeho ptuvodniho mnozstvi. Odnesl si tedy 24 str¥ibrnaki.

Kiemilek si vzal z pokladu 12 zlatek a 24 stiibrnakit, Vochomiirka 18 zlatek a 24 stii-
brnaki.

Hodnoceni. Za vypocet mnozstvi minci prvniho druhu kazdé z postav udélte 2 body, t;j.
dohromady 4 body; za analogicky vypocet mnozstvi minci druhého druhu kazdého skritka

udélte 1 bod, tj. dohromady 2 body.

Z7-11-2
Na tabuli jsou napsana tii pfirozena cisla x, y a z. Urcete ktera, pokud vite, Ze soucasné
plati:
x je z nich nejvétsi,
nejmensi spole¢ny nasobek cisel x a y je 200,
nejmensi spole¢ny nasobek cisel y a z je 300,
nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel x a z je 120.

(L. Siminek)

Mozné feSeni. Zadané hodnoty nejmensich spoleénych nasobkt rozlozime na souc¢in pr-
vocisel:
e n(z,y) =200=2-2-2-
e n(y,z)=300=2-2-3- ,
e n(r,z)=120=2-2-2-3-5.
Do tabulky budeme postupné zapisovat prvociselné cinitele rozkladi cisel z, y a z,
pricemz se budeme drzet téchto zasad:

2-2-5-5,
2-3-5-5

e Prvocislo, které neni v rozkladu nejmensiho spole¢ného nasobku dvou neznamych,
nemtize byt ani v rozkladech téchto neznamych.

e Kolikrat je urcité prvocislo v rozkladu nejmensiho spole¢ného nasobku dvou nezna-
mych, tolikrat musi byt v rozkladu jedné z téchto neznamych a maximalné tolikrat
miize byt v rozkladu druhé neznamé.



Protoze prvodislo 2 je v rozkladu n(x,y) tfikrat, musi byt v fadku = nebo v fadku y
tiikrat. V rozkladu n(y, z) je vSak prvocislo 2 jen dvakrat, takze v fadku y byt tiikrat
nemuze. Prvocislo 2 je tedy tiikrat v fadku z. Podobné posoudime i vyskyt dvou prvoci-
sel 5 v rozkladu n(x,y) a jednoho prvoéisla 5 v rozkladu n(z, z), pak vyskyt prvoécisla 3
v rozkladu n(y, z) a jeho absenci v rozkladu n(z,y). Tabulka pak vypada takto:

x 2:2-2
Y d-5H...
z 3..

Pokud i nadale budeme v zadani prihlizet pouze k podminkdm o nejmensich spolec¢nych
nasobcich, nedoplnime do tabulky uz zadné prvocislo jednoznac¢né. Vsimneme si proto pod-
minky, Ze = je z neznamych nejvétsi. V fadku x méame zatim mensi hodnotu nez v fadku vy,
poctu, prvocislo 3 doplnit nemuiZeme, protoZe neni v rozkladu n(z,y). Doplnit lze uz jen
prvocislo 5, avSak pouze jednou, protoze v rozkladu n(z, z) je jednou. Zjistili jsme tedy
hodnotu prvni neznamé:

x 2:2-2-5=40

Y 9:9...

z 3...

Do tadku y nelze dopsat uz zadny Cinitel, y by jinak bylo vétsi nez x. Tudiz y = 25. Do
fadku z pak musime dle rozkladu n(y, z) doplnit dvé prvocisla 2. Hodnota v tomto fadku
pak bude 12 a neptijde uz doplnit zadné prvocislo 5, protoze pak by hodnota v tomto radku
byla vétsi nez v fadku x. Uloha mé tedy jediné FeSeni, které ukazuje nasledujici tabulka:

x 2:2-2-5=40

y || 5-5=25

z 2:2.-3=12

Hodnoceni. 2 body za zjisténi, ze = je délitelné osmi, y dvaceti péti a z tfemi; 2 body za
konecné vysledky; dalsi 2 body podle kvality komentare.

Z7-11-3
Pravidelna sesticipad hvézda ABCDEFGHIJKL se stfedem S, znazornéna na ob-

razku, vznikla sjednocenim dvou rovnostrannych trojihelnikt, z nichz kazdy mél obsah
72 cm?. Vypoditejte obsah étyithelniku ABCS. (S. Bedndrova)
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C

MozZné reseni. Hvézda je soumérna podle Sesti os soumeérnosti, soumérny podle téch
samych os musi byt i Sestithelnik BDF HJL. 7 toho plyne, Ze ma vSechny strany stejné
dlouhé, vSechny vnitini thly stejné velké, a ze je tudiz pravidelny. Do obrazku jesté dopl-
nime usecky LS, BS, DS, F'S, HS a JS, které tento pravidelny Sestitihelnik rozdéluji na
Sest shodnych rovnostrannych trojahelnik.

C

Trojuhelniky LAB, BCD, DEF, FGH, HIJ a JKL jsou rovnostranné, protoze
vSechny jejich vnitfni thly maji evidentné velikost 60°. S vysSe zminénymi trojihelniky
maji vzdy spolecnou jednu stranu. Ted vidime, Ze jsme hvézdu rozdélili celkem na dvanact
shodnych trojuhelniki.

Vypocitame obsah jednoho z téchto malych trojihelnikt. Vime, ze kazdy z ptivodnich
rovnostrannych trojthelnikt (tj. AEI a CGK) mél obsah 72 cm?. Dale vime, Ze je kazdy
slozen z deviti malych trojihelnikd. Jeden maly trojihelnik ma proto obsah 72 : 9 =
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= 8(cm?). Obsah ¢tyithelniku ABCS odpovida obsahu dvou takovych trojahelnikd, je
tedy roven 2 - 8 = 16 (cm?).

Jiné resSeni. Stejné jako v pfedchozim postupu rozdélime hvézdu na dvanact shodnych
rovnostrannych trojthelnikd, z nichz kazdy ma obsah 8 cm?. Cel4 hvézda mé proto obsah
12-8 = 96 (cm?). Usecky AS, CS, ES, GS, IS a K ji rozdéluji na Sest ¢tyfuhelniki, které
jsou vzajemné shodné: maji stejné dlouhé odpovidajici si strany a stejné velké odpovidajici
si thly (coz rovnéz vyplyva ze symetrii hvézdy). Jednim z téchto ¢tyituhelniki je i ABCS.
Jeho obsah je tedy Sestkrat mensi nez obsah hvézdy, tj. 96 : 6 = 16 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za zdivodnéné rozdéleni hvézdy na 12 shodnych rovnostrannych troj-
thelnikf nebo analogicky poznatek; 2 body za obsah 8 cm? jednoho malého trojihelniku;
2 body za odvozeni obsahu ctyttuhelniku ABCS.



