59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

lI. kolo kategorie Z9

79-11-1

Doplnte do prazdnych polic¢ek nasledujiciho obrazku cisla tak, aby v kazdém policku
byl soucet ¢isel ze vSech s nim primo sousedicich svétlejsich policek. Tedy ve svétle sedém
policku je soucet ¢isel ze vSech bilych sousednich policek, v tmaveé Sedém policku je soucet
Cisel ze vSech svétle Sedych sousednich policek.

(S. Bedndrova)

Mozné feseni. Dopliovana ¢isla ozna¢me a az g, viz obrazek.

Cislo v kazdém svétle sedém poli je souctem t¥i &isel v bilych polich. Pokud z takové
¢tverice ¢isel chybi jen jediné, urcime ho snadno:

a=4—(-1)—2=3,
b=3-2-1=0,
c=-2—(—-4)—(-3)=5.
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Po zjisténi ¢isla b zname vSechna tfi ¢isla potfebné pro doplnéni cisla e:
e=04(=5)+(—4) =-9.
Cisla f a g jsou obé zavisla na ¢isle d a pomoci ného je vyjadiime:

f=-3+0+d=d-3,
g=d+4+(-1)=d+3.

Cislo v tmavé sedém poli je rovno souctu ¢isel v Sesti svétle Sedych polich. Tak dochazime
k rovnici o jedné neznamé:

—8=4+3+(=9)+(=2) + (d—3) + (d + 3),
—8 = —4+2d,
d= —2.

Dosazenim za d ur¢ime hodnotu ¢isel f a g:

Obrazec tedy lze vyplnit ¢isly jedinym zptsobem a ten ukazuje nasledujici obrazek.

Hodnoceni. 2 body za ¢isla a, b, ¢, e (je-li jedno z nich $patné, udélte 1 bod, jsou-li dvé
z nich $patné, udélte 0 bodil); 2 body za patfi¢né zduvodnéni pfi dopliiovani ¢isel d, f, g;
1 bod za urceni jednoho z cisel d, f, g; 1 bod za urceni obou zbylych c¢isel z této trojice.

79-11-2
Sarka nalila dzus do skleni¢ky a hrnku a obé& nadoby doplnila vodou. Hrnek mél
dvakrat veétsi objem nez sklenicka. Pomér dzusu a vody ve sklenicce byl 2 : 1 a v hrnku

4 : 1. Poté prelila obsah sklenicky i obsah hrnku do dzbanu. Jaky byl pomér dZusu a vody
ve dzbanu? (L. Hozova)

Mozné fesSeni. Pokud oznacime objem sklenicky V', pak podle zadani bylo ve sklenicce
%V dZusu a %V vody. Objem hrnku byl dvakrat vétsi nez objem sklenicky, tedy 2V. Dzusu
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v ném bylo % 2V = %V a vody v ném bylo % 2V = %V. Objem dzusu ve dzbanu pak byl

2V 48V = 1821y = 31y Objem vody ve dzbénu byl 3V + 2V = 588V = Ly Kyieny

pomér dzusu a vody ve dzbanu byl %V : %V, tj. po zkraceni 34 : 11.

Hodnoceni. 1 bod za vyjadfeni objemi v jedné nadobé; 2 body za vyjadieni objemu ve
druhé nadobé pomoci stejné neznamé jako u prvni nadoby; 2 body za vyjadieni objemi
ve dzbanu; 1 bod za vysledny pomér.

Poznamka. V pripadé sklenicky a hrnku mizeme vyjadiovat jen objem jedné slozky. Az
ve dzbanu potifebujeme znat objem obou slozek. Tehdy mtizeme objem druhé slozky urcit
odectenim objemu prvni slozky od celkového objemu smeési, tj. napi. %V =3V — %V.

Z9-11-3
Dostal jsem zadana dvé dvojmistna prirozena cisla. Poté jsem je obé zaokrouhlil na
desitky. Urcete, ktera Cisla jsem mél zadana, jestlize soucasné plati:

e rozdil zaokrouhlenych cisel je stejny jako rozdil ¢isel piivodnich,
e soucin zaokrouhlenych cisel je o 184 vétsi nez soucin c¢isel pivodnich.

(L. Siminek)

MozZné feseni. Prirozené ¢islo zaokrouhlujeme na desitky tak, Ze k nému pri¢teme vhodné
celé ¢islo od —4 do 5. Je-li rozdil ptivodnich a zaokrouhlenych ¢isel stejny, znamena to, ze
k obéma pivodnim c¢islim jsme pti zaokrouhlovani pricitali stejné ¢islo, tedy ze ptuvodni
¢isla maji na misté jednotek stejnou cislici.

Soucin zaokrouhlenych ¢isel ma na misté jednotek cislici 0. Soucin ptvodnich cisel
je podle zadani o 184 mensi, tedy na misté jednotek ma ¢islici 6. Hodnotu této cislice
ovliviiuje pouze cislice na misté jednotek hledanych cisel. Hledané cisla proto mohla mit
na misté jednotek bud ¢islici 4 (4 - 4 = 16), nebo ¢&islici 6 (6 - 6 = 36). Z druhé podminky
v zadani vSak jasné plyne, ze hledana ¢isla byla zaokrouhlena nahoru. Musela tedy koncit
¢islici 6.

Pokud oznacime hledana ¢isla jako p a ¢, pak podle druhé podminky v zadani sestavime
rovnici

(p+4)-(q+4) =pg+ 184,

kterou upravime

pq + 4p + 4qg + 16 = pq + 184,
4(p+ q) = 168,
p+q=42.

Jedind dvojmistna c¢isla koncici ¢islici 6 a vyhovujici této rovnici jsou 16 a 26.

Jiné reSeni. Stejnym postupem jako vySe urcime, Ze obé hledana c¢isla maji na misté
jednotek cislici 6. Hledana cisla, dle zadani dvojmistna, lze zapsat jako 10a + 6 a 10b + 6,
kde a a b predstavuji ¢islice na misté desitek. Cisla maji po zaokrouhleni hodnotu 10a +
+6+4=10(a+1) a 10b+ 6 +4 = 10(b + 1). Rovnice podle druhé podminky v zadéni
pak je

(10a +6) - (10b+6) + 184 =10(a+ 1) - 10(b+ 1)

a po upravach dostaneme a+0b = 3. Neznamé a a b jsou ¢islice na misté desitek dvou hleda-
nych ¢éisel. Cislici 0 na misté desitek nep¥ipousti zadani, protoze ma jit o ¢isla dvojmistna.
Soucet 3 tak mohou dat jen d¢islice 1 a 2 a hledanéa ¢isla jsou 16 a 26.
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Hodnoceni. 1 bod za poznatek, Ze hledana ¢isla kon¢i stejnou ¢islici; 2 body za zduvod-
néni, ze tato Cislice je 6; 1 bod za sestaveni rovnice; 2 body za spravny zaveér.

Z9-11-4

Do rovnostranného trojuhelniku ABC' je vepsan pravidelny Sestithelnik K LM NOP
tak, ze body K, L lezi na strané AB, body M, N lezi na strané BC' a body O, P lezi na
strané AC. Vypoctéte obsah Sestitthelniku K LM NOP, jestlize obsah trojuhelniku ABC
je 60cm?. (K. Pazourek)

Mozné feseni. Vepisme Sestitthelnik K LM NOP do trojuhelniku ABC predepsanym
zpusobem.

Uhel AKP je vedlejsim thlem thlu PKL. Uhel PKL je vnitini thel pravidelného
Sestitthelniku, tj. méri 120°. Velikost thlu AK P je tedy 180° — 120° = 60°. Potom troj-
uhelnik AK P je rovnostranny, protoze jeho vnitini thly PAK a AKP (a tudiz i KPA)
méfi 60°. Stejnou tvahou lze ovérit rovnostrannost trojuhelnikt LBM a ONC.

Pokud rozdélime Sestithelnik K LM NOP na Sest shodnych rovnostrannych trojuhel-
niki, zjistime, Ze jsou shodné s rovnostrannymi trojahelniky AK P, LBM a ONC' (kvili
spoleénym stranam PK, LM, NO). Maji proto vSechny stejny obsah. Sestitihelnik se sklad4
ze Sesti takovychto trojuhelnika, trojuhelnik ABC' z deviti, proto pomeér jejich obsahu je
6:9=2:3. Tedy obsah Sestitthelniku KLMNOP je 2 - 60 = 40 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za vysvétleni, ze trojuhelniky AK P, LBM, ONC jsou rovnostranné;
2 body za vysvétleni, ze tyto trojuhelniky a Sest trojihelnik tvoticich Sestitthelnik jsou
shodné; 1 bod za porovnani obsaht obou ttvart; 1 bod za vysledek.

Jiné feSeni. Nejprve stejné jako v predchozim feSeni dokézeme, Ze trojuhelniky AK P,
LBM, ONC jsou rovnostranné. Protoze vzdy jedna strana téchto trojuhelnikt je stra-
nou pravidelného Sestitthelniku K LM NOP, trojuhelniky AK P, LBM, ONC jsou shodné
a plati |[AK| = |KL| = |LB| = 3|AB], tj. body K, L déli tsecku AB na tietiny. Podobng
body M, N (respektive O, P) déli tisecku BC' (respektive AC') na tietiny.

Oznac¢me délku strany Sestitthelniku K LM NOP jako a. Pak obsah S; tohoto Sesti-
thelniku spoc¢teme podle vzorce

3 3v3
51:6-£a227\/_a2.
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Obsah rovnostranného trojuhelniku ABC' pak je

SQ = £(3a)2 =

9¢§a2
1 Sy

4

Odtud plyne S; = %Sg, po dosazeni S = % - 60 = 40 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za vysvétleni, ze trojuhelniky AK P, LBM, ONC jsou rovnostranné;
1 bod za zdivodnéni, ze |[KL| = 3|AB[; 1 bod za vyjadfeni obsahti obou ttvarti pomoci
jedné neznamé; 1 bod za pomér obsahii obou utvarti nebo analogicky poznatek; 1 bod za
vysledek.

Jesté jiné reSeni. Dalsi moznost v podstaté kopiruje predchozi postup s tim, Ze diky ob-
sahu daného trojuhelniku priblizné vypocitadme vSechny potfebné tidaje. VSechny vypocty
jsou provedeny s pomoci tabulek a bez kalkulacky.

Nejprve vypocteme ze vzorce pro obsah rovnostranného trojihelniku délku jeho stra-

ny:
V3
60 = —b°
4 )
odtud b = 11,8 (cm). Analogicky jako v predchozich feSenich dokazeme, Ze trojuhel-
niky AKP, LBM, ONC' jsou rovnostranné a ze body K, L, M, N, O, P déli pfti-
slusné strany trojuhelniku na tretiny. Potom strana a Sestitthelniku K LM NOP méri
a=1>b:3=3,93(cm). Odtud ze vzorce pro obsah pravidelného Sestitthelniku vypocitame

obsah KLM NOUP:
B
- 4

S a? = 40,1 (cm?).

Hodnoceni. 1 bod za vypocet délky strany trojihelniku ABC; 2 body za vysvétleni,
ze trojuhelniky AKP, LBM, ONC jsou rovnostranné; 2 body za vypocet délky strany
Sestitthelniku a zdivodnéni ivahy; 1 bod za vypocet obsahu Sestitthelniku.



