60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

l1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Poradatelim vystavy ,,Na Mésic a jesté dal“ se po prvnim vystavnim dni zdalo, ze
maji malou navstévnost, proto snizili vstupné o 12 K¢. Tim se sice druhy den zvysil pocet

navstévniki o 10 %, ale celkova denni trzba se snizila o 5 %. Kolik korun stélo vstupné po
slevé? (M. Petrovd)

Mozné FesSeni. Informace ze zadani usporddame do néasledujici tabulky:

prvni den druhy den
pocet navstévniki n 1,1n
vstupné (K¢ za osobu) x4+ 12 x
celkova denni trzba (K¢) n(x + 12) 1,1nz, resp. 0,95n(x + 12)

Z posledniho poli¢ka tabulky sestavime rovnici, kterou (za predpokladu n > 0) vyfesime:
1,1nz = 0,95n(x + 12),
1,1z = 0,95z + 11,4,
0,152z = 114,
x = T6.
Vstupné po slevé stalo 76 Kc.

Hodnoceni. 3 body za sestaveni tabulky nebo jeji obdobu, z toho 1 bod za informace
v prvnich dvou fadcich pod zahlavim a 2 body za informace v poslednim fadku; 2 body
za sestaveni a feSeni rovnice; 1 bod za vysledek.

Uvede-li tesitel ve své praci variantu, ze prvni den nikdo nedorazil, tj. n = 0, a ze
vstupné po slevé mohlo byt tudiz jakékoli, nelze ji uznat jako feSeni tulohy. (V zadani je
totiz psano, ze se druhy den pocet navstévnika zvysil o 10 %.) Pokud vsSak tuto variantu
fesitel doplni ke spravnému feSeni tlohy, body mu za to nestrhavejte.

Z9-111-2

Lichobéznik ABC D, kde strana AB je rovnobézna se stranou C'D, je rozdélen thlopric-
kami, které se protinaji v bodé M, na ¢tyti ¢asti. Urcete jeho obsah, vite-li, ze trojuhelnik
AM D mé obsah 8 cm? a trojihelnik DC'M m4 obsah 4 cm?. (M. Volfova)

Mozné ieSeni. Uhly BM A a DMC maji stejnou velikost, nebot jsou to tihly vrcholové.
Uhly ABM a CDM maji stejnou velikost, protoze to jsou tihly st¥idavé. Trojahelniky
ABM a CDM jsou tedy podobné (podle véty uu). Postupné zjistime pomér obsaht téchto
dvou trojuahelnikd.
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Vysku lichobézniku oznac¢me v a vysku trojuhelniku C'DM kolmou ke strané C'D
oznacme zx, viz obrazek. Pro obsahy trojihelniki CDM a CDA plati

1

Scpom = 5\0D| -z =4 (cm?),
1

Scpa = 5\0D| v =12 (cm2).

Porovnanim obou vyrazu zjistujeme, ze v = 3x. Vyska trojuhelniku ABM kolmé ke strané
AB je podle obrazku rovna v —x = 3z —x = 2x. Podobné trojuhelniky CDM a ABM tedy
maji odpovidajici si vysky v poméru 1 : 2, obsahy téchto trojihelniki jsou proto v poméru
12 : 22, tj. 1 : 4. Obsah trojuhelniku ABM je

Sapy =4-Scpy =4-4=16(cm?).

K vyfeseni tulohy zbyva urcit obsah trojuhelniku M BC'. Z obrazku jednoduse odvo-
dime néasledujici vztahy:

Samp = SaBp — SaBwm,

Smpc = Sapc — SABM,
a protoze Sapc = Sapp, plati
Sype = Samp = 8 (cm?).
Obsah lichobézniku ABCD ziskdme sectenim obsahii jednotlivych trojuhelniki:

4+8+16+8 = 36 (cm?).

Jiné fesSeni. Trojuhelniky CDA a C'DM maji spoleénou stranu C'D. Protoze jsou jejich
obsahy v poméru 3 : 1, museji byt i jejich vysky kolmé ke strané C'D v poméru 3 : 1. Pokud
prvni z téchto vysek oznacime v, bude druhé z nich rovna %v. Vyska trojuhelniku ABM
kolma ke strané AB je rovna rozdilu zminénych vysek, tedy v — %v = %v.

Trojuhelniky ABD a ABM maji spole¢nou stranu AB a pravé jsme ukazali, Ze jejich
vysky kolmé k této strané jsou v pomeéru 3 : 2. Ve stejném poméru museji byt i obsahy
téchto trojuhelnikil. Ze zadani vime, ze rozdil obsahti je 8 cm?, obsah trojthelniku ABD
je tudiz 3 - 8 = 24 (cm?) a obsah trojihelniku ABM je 2 -8 = 16 (cm?).

Pro urceni obsahu lichobézniku potiebujeme znat jesté obsah trojuihelniku M BC.
Trojuhelniky CDA a C'DB maji spole¢nou stranu C'D a shoduji se i ve vysce kolmé na
tuto stranu, proto i jejich obsahy museji byt shodné. Trojihelnik C'D M tvori spole¢nou ¢ast
téchto trojuhelnikt, zbyvajici ¢ast trojuhelniku C'D A musi mit stejny obsah jako zbyvajici
¢ast trojuhelniku C'DB. Neboli obsah trojuhelniku DAM, ktery je podle zadani 8 cm?, je
roven obsahu trojuhelniku M BC.

Zname obsahy vsech ¢tyf dil¢ich c¢asti lichobézniku ABCD; obsah tohoto lichobéz-
niku je

448416 + 8 = 36 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za obsah trojuhelniku M BC'; 1 bod za zjisténi poméru vysek troj-
thelnikt CDM a C'DA; 1 bod za odpovidajici urceni vysky trojuhelniku ABM; 1 bod za
obsah trojuhelniku ABM; 1 bod za spravny zaveér.



Z9-111-3

Ctibor a Mila pocitali ze sbirky tutéz ulohu. Byly zadany tifi délky hran ¢tyfbokého
hranolu v milimetrech a tkolem bylo vypocitat jeho objem a povrch. Ctibor nejprve prevedl
zadané délky na centimetry. Pocitalo se mu tak snaze, protoze i po prevodu byly vSechny

délky vyjadieny celymi ¢isly. Obéma vysly spravné vysledky, Mile v mm® a mm?, Ctiborovi

v cm? a cm?. Milin vysledek v mm? byl o 17982 vétsi nez Ctibortiv vysledek v cm?3. Milin

vysledek v mm? byl o 5 742 vé&tsi nez Ctiboriv vysledek v ecm?. Uréete délky hran hranolu.
(L. Simiinek)

MozZné fesSeni. Zadané délky v cm oznacime a, b, c. Tytéz délky v mm jsou pak 10a, 100,
10c. Vyjadfime objemy a povrchy vypocitané Ctiborem i Milou:

Ve = abe,

Var = 10a - 106 - 10c = 1000abc,

Sc = 2(ab+ bc + ca),

Sy =2(10a - 10b+ 100 - 10c + 10c¢ - 10a) = 200(ab + bc + ca).

Podle zadanych rozdila sestavime rovnice

Vi — Ve = 999abe = 17982,
Sy — So = 198(ab + be + ca) = 5742,

které upravime:
abc = 18,

ab + be + ca = 29.
Najdeme vsSechna pripustnd feSeni prvni rovnice, tedy vSechny mozné rozklady ¢isla 18 na

soucin tii prirozenych cisel. U kazdé z téchto moznosti zkontrolujeme, zda plati i druha
rovnice (uvazujeme pouze a < b = c¢):

a b c ab+ bc+ ca
1 1 18 1418+ 18 =37
1 2 9 24+18+9=29
1 3 6 3+18+6 =27
2 3 3 6+9+6=21

Tabulka ukazuje jediné feseni vyhovujici obéma rovnicim, hrany zadaného hranolu tak
maji tyto délky: 10 mm, 20 mm a 90 mm.

Jiné FeSeni. Piirozené éislo vyjadiujici objem hranolu v cm? je tisickrat mensi nez ¢islo
vyjadiujici totéz v mm3. Podobné é&islo vyjadiujici povrch v cm? je stokrat mensi nez ¢éislo
vyjadiujici totéz v mm?. Zadani tlohy zapsané pomoci algebrogrami vypadéa néasledovné:
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Pii feSeni postupujeme zprava a vidime, Ze pismeno lze nahradit ¢islici vzdy jedinym
moznym zpusobem. (Pfi sestavovani algebrogramu bylo jasné, Ze mensenec mé mit stejny
pocet cislic jako rozdil, a to proto, ze mensitel je o né€kolik Ta4dii mensi nez mensenec
a zadany rozdil nezac¢ind dislici 9.)

Algebrogramy maji jediné feseni: J =1, K = 8, tj. Vo = 18 (cm3), a X =5, Y = 8,
tj. Sc = 58 (cm?). D4l pokracujeme tabulkou stejné jako u piedchoziho postupu.

Hodnoceni. 1 bod za Vo = 18; 1 bod za S¢c = 58, popt. za ab + bec + ca = 29; 1 bod
za zdtvodnéni postupu pfi hleddni objemu a povrchu; 2 body za vSechny mozné rozklady
¢isla 18; 1 bod za urceni spravného rozkladu.

79-111-4
Na tabuli jsou napsana pouze ¢isla 1, 5 3, i, é %. Na tabuli mtzeme pripsat soucet
nebo soucin libovolnych dvou ¢isel z tabule. Je mozné takovym pripisovanim dosdhnout

toho, aby se na tabuli objevila ¢isla a) 4, b) 221, ¢) %? (V. Bachrata, J. Mazdk)
Moiné FeSeni. a) Ano, na tabuli mizeme napsat 01slo == Naprlklad tak, ze prlplseme
¢islo Ev které ziskame jako soucin ¢isel jiz napsanych: 5 - =. A poté napiSeme ¢islo 60,
nebot je rovno soucinu % . 110

b) Ano, na tabuli mizeme napsat c¢islo % Nejprve ukazeme, ze na tabuli mtzeme

napsat c1slo 13— To Ize rozlozit na soucin c¢isel, kterd jsou na tabuli od pocatku: 3% =
=3 F F % Vldlme tedy, ze k puvodnlm mslum muzeme postupné pripsat cisla i =
=411 L -1.1454 L1 -1 1l K Clslu ﬁ muizeme pripsat Jeste Jedno takové
ﬁ Posléze sectenim cisel 375 a 375 dostaneme

35 75 _5 15 43 5
a sice jako soucin jiz napsanych c1se1 1 a

tak miizeme dojit k jakémukoli zlomku, ktery ma ve
2011

% a postupnym pric¢itanim ﬁ
jmenovateli 375 a v citateli prirozené cislo. Tedy muzeme dojit az k zddanému c¢islu 37 -
c) Ne, na tabuli nemtizeme napsat c1slo . Povolené jsou pouze operace sc¢itani a naso-
beni zlomkt. Ukazme si, jaky maji tyto operace vliv na jmenovatel. (Zanedbame, ze béhem
téchto operaci muzeme zlomky i kratit. Na nas zavér toto zanedbani nebude mit vliv.)
e Pokud nasobime dva zlomky, je ve jmenovateli vysledku souc¢in jmenovateli ptivodnich
zlomki.
e Kdyz sc¢itame dva zlomky, je ve jmenovateli vysledku soucin, respektive nejmensi spo-
leény nasobek jmenovateltl ptivodnich zlomk.

V prvociselném rozkladu soucinu, popripadé nejmensiho spolecného nasobku dvou
¢isel nemiize byt prvocislo, které nebylo v prvociselném rozkladu zddného z piivodnich
dvou ¢isel. Takze at provadime jakékoli povolené operace, nikdy nedostaneme jmenovatel,
v jehoz rozkladu je prvocislo, které do té doby nebylo v rozkladu zddného napsaného
jmenovatele. Jelikoz zadny ze jmenovatelli, které mame na pocatku k dispozici, neméa ve
svém prvociselném rozkladu 7, nedokazeme dojit k %

Hodnoceni. V ¢asti a) udélte 1 bod za zdivodnénou odpovéd, pricemz lze ohodnotit

i pouhé tvrzeni: , Lze, nebot 10 = % . % L1«
V ¢&asti b) udélte 2 body za popis Jakehokoh postupu vedouciho k 2307151 (Pokud takovy

postup neni uveden, lze udélit 1 bod za postieh, ze v citateli 1ze ziskat diky sc¢itani jakékoli
pfirozené ¢islo.)

V ¢asti c¢) udélte celkem 3 body, z toho 2 body za vysvétleni, jaky ma na jmenovatel vliv
nasobeni a jaky s¢itani, a 1 bod za konstatovani, Ze nasobenim a nejmensimi spole¢nymi
nasobky neziskame nové prvocislo.



