61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Korespondencéni matematicka soutéz probiha ve tfech kolech, jejichz narocnost se stup-
nuje. Do druhého kola postupuji jen ti fesitelé, ktetfi byli ispésni v prvnim kole, do tietiho
kola postupuji jen tspésni fesitelé druhého kola. Vitézem je kazdy, kdo je GspésSnym te-
Sitelem posledniho, tedy tfetiho kola. V poslednim ro¢niku této soutéze bylo presné 14 %
fesitelt tspésnych v prvnim kole, pfesné 25 % fesiteli druhého kola postoupilo do tfetiho
kola a presné 8 % fesiteli tfetiho kola zvitézilo.

Jaky je nejmensi pocet soutézicich, ktefi se mohli zi¢astnit prvniho kola? Kolik by
v takovém ptipadé bylo vitézu? (M. Petrovd)

Napad. Vsechny mezivysledky museji byt pfirozena ¢isla.

Mozné fesSeni. Pocet vSech feSitelu prvniho kola si oznac¢ime x. Pocet Gspésnych feSitela
prvniho kola (a tedy pocet vSech feSitelt druhého kola) je 14% z x, tedy 0,14z. Pocet
uspésnych fesitelt druhého kola (a tedy pocet vSech Fesiteli t¥etiho kola) je 25 % z 0,14z,
tj. 0,25 - 0,14z = 0,035x. Pocet tspésnych fFesitelu tfetiho kola (a tedy i pocet vitézi) je
8% z 0,035x, tj. 0,08 - 0,035z = 0,0028z.

ProtoZe vSechny vypocty jsou piesné (bez zaokrouhlovani), museji byt ¢isla x, 0,14x,
0,035x a 0,0028x prirozena. Zacneme u posledniho z nich:
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10000~ 2500
¢islo x tedy musi byt nasobek ¢isla 2500. Protoze hleddme nejmensi reseni, budeme po-

stupné zkouset nasobky 2500, a to tak dlouho, nez vSechna zminovana ¢isla budou ptiro-
zena:

0,0028z =

T 0,14x 0,035z 0,0028x ZAver
2500 350 87,5 7 nevyhovuje
5000 700 175 14 vyhovuje

Nejmensi pocet soutézicich, ktefi se mohli ztucastnit prvniho kola, je 5000. Vitézu by v ta-
kovém pripadé bylo 14.

Jiné feSeni. Pocet vSech Fesitelt prvniho kola oznacime x. Pocet ispésnych fesitelu prv-
niho kola (a tedy pocet vSech fesiteltt druhého kola) je 14 % z x, tedy

Pocet tspésnych fesiteld druhého kola (a tedy pocet vsech Fesitelu tfetiho kola) je 25 %

z predchoziho poctu, tj.
25 7 7
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Pocet uspésnych fesitelii tfetiho kola (a tedy i pocet vitézi) je 8 % z ptredchoziho poctu,
tj.
8 7 7
— — T = —— .
100 200 2500
Vsechny vyse uvedené vyrazy museji byt prirozena cisla, ¢islo x tedy musi byt spolec-
nym nasobkem c¢isel 50, 200 a 2 500. Protoze nas zajima nejmensi mozny pocet soutézicich
v prvnim kole soutéze, hleddme nejmensi spole¢ny nasobek uvedenych cisel, coz je 5000.
Nejmensi pocet soutézicich v prvnim kole je tedy 5000 a pocet vitéza by v tomto
pripadé byl

7
—— - 5000 = 14.
2500

Z8-1-2

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou AB dlouhou 10cm a rameny
dlouhymi 20 cm. Bod S je stred zdkladny AB. Rozdélte trojuhelnik ABC' ¢tyfmi primkami
prochazejicimi bodem S na pét casti se stejnym obsahem. Zjistéte, jak dlouhé tusecky
vytnou tyto pfimky na ramenech trojuhelniku ABC. (E. Trojdakova)

Napad. Uvedend konstrukce je osové soumérna.

MozZné FesSeni. Trojuhelnik ABC' je soumérny podle osy C'S, proto i délici pfimky museji
byt osové soumérné podle stejné osy. Odpovidajici ¢asti pak budou tvorit dvé dvojice osové
soumérnych trojihelniku a jeden (osové soumérny) c¢tyfthelnik s vrcholem C. Ozna¢me
pruseciky dvou délicich pfimek s jednim ramenem X a Y, viz obrazek.

C

ST
|
Podle zadani maji byt obsahy trojuhelniki ASX a XSY a dvojnasobek obsahu troj-
thelniku Y SC stejné. Tyto tfi trojuhelniky vsak maji stejnou vysku ze spole¢ného vr-

cholu S, takze obsahy budou v uvedeném poméru pravé tehdy, kdyz pro protilehlé strany

24



plati
|AX| = |XY|=2|YC]|.

Soucasné vime, ze

|AC| = |AX| + |XY| + |[YC| = 20 cm.

Z uvedeného plyne, ze 5|YC| = 20cm, tj. |YC| = 4cm a |[AX]| = |XY| = 8cm. Délici
primky vytinaji na ramenech trojuhelniku tsecky dlouhé 4 a 8 cm.

Z8-1-3

Hleddme pétimistné ¢islo s nasledujicimi vlastnostmi: je to palindrom (tj. ¢te se po-
zpatku stejné jako zeptfedu), je délitelné dvanacti a ve svém zapisu obsahuje ¢islici 2 bez-
prostfedné za ¢islici 4. Urcete vSechna mozna cisla, kterd vyhovuji zadanym podminkam.

(M. Mach)

Napad. Urcete, jak mohou byt umistény ¢islice 2 a 4; pro kazdy pripad zvlast pak disku-
tujte zbylé podminky.

MozZné reseni. Pétimistné palindromy, v nichz se ¢islice 2 objevuje bezprostiedné za
Cislici 4, jsou pravé nasledujici:

42%24, *424x, *242%, 24x42.

Pro tyto pfipady stac¢i nyni diskutovat délitelnost dvanacti. Cislo je délitelné dvanacti
pravé tehdy, kdyz je délitelné tfemi a zaroven ¢tyimi, tj. pravé tehdy, kdyz jeho ciferny
soucet je délitelny tremi a zaroven posledni dvojcisli je délitelné ¢tytmi.

Cislo 24 je délitelné étyimi, proto jsou palindromy typu 42+24 vzdy délitelné ¢tyimi,
a proto se zajimame pouze o délitelnost tfemi. Znamé cislice maji ciferny soucet 12, ktery
délitelny tfemi je, proto hvézdicka uprostied musi zastupovat nasobek ti — 0, 3, 6 nebo 9.

Palindromy typu *424x% jsou délitelné ¢tyimi, pravé kdyz posledni cislice je 0, 4 nebo 8.
Protoze jde o palindrom, stejna cislice bude i na zacatku, proto varianta s nulou nevyhovuje.
Po doplnéni ¢tytek je ciferny soucet 18, po doplnéni osmicek 26. Tudiz délitelny tfemi je
pouze palindrom 44244.

Palindromy typu *242x jsou délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz posledni cislice je 0, 4 nebo
8. Stejné jako v predchozim piipadé vylucujeme 0 a urcime ciferné soucty: pro ¢tyiky je
to 16, pro osmicky 24. Délitelny tfemi je pouze palindrom 82428.

Protoze ¢islo 42 neni délitelné ¢tyrmi, palindromy typu 24x42 nemohou byt délitelné
¢tyfmi, tedy ani dvanacti. Zadanym podminkam vyhovuji pravé nasleduji cisla:

42024, 42324, 42624, 42024, 44244, 82428.
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Z8-1-4
Na stted hrncirského kruhu jsme polozili krychli, ktera méla na kazdé své sténé napsano
jedno prirozené ¢islo. Tésné predtim, nez jsme kruh roztocili, jsme ze svého stanovisté vidéli
tTi stény krychle a tedy pouze t1i ¢isla. Jejich soucet byl 42. Po otoceni hrnéifského kruhu
0 90° jsme ze stejného mista pozorovali tii stény s ¢isly davajicimi soucet 34 a po otoceni
o dalsich 90° jsme stale z téhoz mista vidéli tii ¢isla o souctu 53.
1. Urcete soucet tii Cisel, kterd z naseho mista uvidime, az se kruh otoci jesté o dalSich
90°.
2. Krychle po celou dobu lezela na sténé s ¢islem 6. Urcete maximalni mozny soucet
vSech Sesti ¢isel na krychli.

(L. Simiinek)
Napad. Zaméfte se na vztah mezi Cisly vzajemné rovnobéznych bocnich stén.

Mozné ieSeni. Cisla, ktera vidime pfed rozto¢enim kruhu, ozna¢me a, b, ¢, pfi¢emz c je
¢islo na horni sténé. Po otoceni o 90° ztratime z naseho pohledu sténu s ¢islem a a objevi
se sténa s ni rovnobézna. Podle zadani se soucet viditelnych ¢isel zméni ze 42 na 34, tedy
zmensi se o 8. Nové se objevivsi ¢islo je proto o 8 mensi nez a, tj. a — 8.

Obdobneé uvazujeme o dalsi otocce o 90°. Pfi ni ztratime z pohledu sténu s ¢islem b
a soucet viditelnych cisel se zméni ze 34 na 53, tedy zvétsi se o 19. Na zbyvajici boc¢ni sténé
se proto objevi ¢islo b + 19.

b+19 -~

Jesté po dalsim otoceni o 90° tak vidime stény s ¢isly b+ 19, a, c. Ze zadani vime, zZe
a+b+c=42, tudiz a+ b+ 19+ c =42+ 19 = 61. Soucet 61 je Ffesenim prvniho tkolu.

Nyni resime druhy tkol. Pfed roztoc¢enim kruhu vidime tfi stény se souctem 42, po
otoceni o 180° vidime jiné dvé bocni stény a stale stejnou horni sténu s ¢islem ¢, tentokrat
jde o soucet 53. Tedy soucet ¢isel na téchto péti sténach je roven 42 + 53 — c. Na krychli je
podle zadani zespodu napsané ¢islo 6, soucet vsech jejich ¢isel je tudiz roven 6 +42+53 —c,
tj. 101 — c. Mame-li urcit nejvétsi moznou hodnotu tohoto vyrazu, dosadime za ¢ nejmensi
pfipustnou hodnotu 1. A pak vidime, ze soucet ¢isel na krychli mohl byt nejvyse 100.

Jiné reseni druhého tukolu. Z vyse uvedeného feseni pouzijeme obrazek s jeho popisem.
Soucet vsech ¢isel na krychli je

a+b+(a—8) +(b+19)+c+6=2a+2b+c+17.
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Pfitom plati, ze v8echny nezndmé jsou pfirozend ¢isla a a = 9, aby i hodnota a — 8 byla
prirozené ¢islo. Posledni podminkou je a + b+ ¢ = 42. Abychom pii daném souc¢tu a+b—+c
ziskali co nejvétsi hodnotu vyrazu 2a+2b+c+17, musime za ¢ zvolit co nejmensi piipustnou
hodnotu, tj. 1, protoze ostatni neznamé jsou ve vyrazu zastoupeny ve svych nasobcich.
Soucet a + b pak nabyva hodnoty 41 a soucet vSech Sesti ¢isel na krychli tak mutze byt
nejvyse

20+ 2b+c+17=2-414+1+ 17 = 100.

Z8-1-5
Pankrac, Servac a Bonifac jsou bratfi, kteri maji P, S a B let. Vime, ze P, S a B jsou
prirozena ¢isla mensi nez 16, pro néz plati:

)
S =2(B-P),
B=8(S—-P).
Urcete stafi vSech tii bratru. (L. Hozova)

Napad. Bonifacuv vék lze uréit velmi snadno.
Mozné resSeni. Ze tieti rovnice plyne, ze B je prirozené cislo mensi nez 16 pravé tehdy,
kdyz S — P =1, neboli S = P+ 1; potom nutné B = 8. Dosadime tyto poznatky do druhé
rovnice a ur¢ime P:

P+1=2(8-P),

P+1=16 - 2P,

3P =15,
P =5.

Odtud S =5+ 1 = 6 a snadno ovérime, Ze trojice B =8, P =5 a S = 6 vyhovuje také
rovnici prvni: 5 = g(8 — 6). Pankrac ma tedy 5, Servac 6 a Bonifac 8 let.

Poznamka. S rovnicemi ze zadani lze manipulovat riznym zptsobem, nicméné bez ome-
zeni P, S, B < 16 by tloha nemeéla feSeni urceno jednoznacné — najdete néjaké dalsi?

Jiné fesSeni. Ze zadani plyne, ze P, S a B jsou kladna ¢isla, pravé kdyz B > S > P > 0.
Stejné jako u predchoziho feseni urcime, ze ze tieti rovnice plyne B =8 a P = S —1. Navic
z druhé rovnice je patrné, ze S je sudé cislo. Celkem tedy vidime, zZe feSenim tlohy muze
byt jediné néktera z nasledujicich trojic cisel:

B
8
8
8
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ot




Dosazenim do prvni a druhé rovnice zjistime, ze jedinym fesenim je trojice B =8, S = 6
a P=>5.

Z8-1-6

Janka si narysovala obdélnik s obvodem 22cm a délkami stran vyjadfenymi v centi-
metrech celymi ¢isly. Potom obdélnik rozdélila beze zbytku na tii obdélniky, z nichz jeden
mél rozméry 2cm X 6 cm. Soucet obvodi vSech tfi obdélnikt byl o 18 cm vétsi nez obvod

puvodniho obdélniku. Jaké rozméry mohl mit ptivodni obdélnik? Najdéte vSechna TfesSeni.
(M. Dillingerovd)

Napad. Urcete, jak mohla Janka obdélnik rozdélit; pro jednotlivé moznosti pak vyjadiete
zadany rozdil obvodi pomoci délek délicich car.

Mozné resSeni. Vsechny veli¢iny v textu jsou vyjadfeny v centimetrech, jednotky déle
uvadét nebudeme. Délky stran Jancina obdélniku oznacime x a y, podle zadani jsou to
prirozena cisla.

Nejprve zjistime, jak mohla Janka sviij obdélnik rozdélit. Typové méame pouze nésle-
dujici dvé moznosti (pozor, obrazky jsou schematické, tj. rozhodné nepfedpokladame, ze
x>y):

i T

Obvod puvodniho obdélniku je 2(z + y) = 22, tedy = + y = 11. Soucet obvodu tii
novych obdélniki je vzdy vétsi nez obvod ptivodni, a to pravé o dvojnasobek souctu délek
délicich usecek, které jsou v obrazku vyznaceny carkované. Tento rozdil ma byt roven 18.

I. Obé délici tsecky maji stejnou délku, totiz y. Musi tedy platit 4y = 18, odtud
y = 4,5. To ovSsem neni mozné, protoze 4,5 neni celé ¢islo. Timto zptsobem tudiz Janka
obdélnik nerozdélila.

II. Dvé délici usecky, které lezi v jedné primce, maji soucet délek y. Délku treti délici
usecky oznacime z. Potom musi platit 2y + 2z = 18, tedy y + 2z = 9. To spolu s podminkou
x+y = 11 znamena, Ze rozmér x je o 2 vétsi nez rozmeér z. Tento poznatek si zaznamename
do obrazku:

Nyni provérime, ktery z novych obdélnikii mtize mit rozméry 2 x 6 a jak miize byt
umistén — celkem mame tyto tii moznosti:
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Pomoci diive odvozenych vztahi mezi x, y a z vyjadiime rozméry obdélnikt v jed-
notlivych ptipadech:

a) Je-liy =6, pak x =5az=3.

b) Je-li z =6, pak x =8 a y = 3.

c)Jeliz=2,pakx=4ay="T.

Jancin obdélnik mohl mit rozmeéry 5 x 6, 8 x 3 nebo 4 x 7.

Poznamka. Pii stejném znaceni jako vyse z pozadavku, aby Janc¢in obdélnik obsahoval
obdélnik 2 x 6, plyne, ze x,y = 2. ProtoZe x a y jsou prirozena ¢isla a x +y = 11, rozméry
Janc¢ina obdélniku by mohly byt 2 x 9, 3 x 8, 4 X 7 nebo 5 X 6.

Nyni Ize postupné probirat tyto ctyri pripady, tzn. umistit obdélnik 2 x 6, diskutovat
mozna dodatecna déleni a kontrolovat pozadavek o obvodech. Takto rychle zjistime, zZe
jediné moznosti, jak mohla Janka sviij obdélnik rozdélit, jsou pravé vyse uvedené moznosti

a), b), c).

9x 2

8 x 3

7 x4

6 x5
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