61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z6

Z6-11-1

Danka a Janka dostaly k narozeninam dve stejné bilé kostky, pfitom kazda byla slepena
ze 125 malych kosticek jako na obrazku. Aby kostky rozeznaly, rozhodly se, Ze je obarvi.
Danka vzala stétec a svou kostku a natiela tii z jejich Sesti stén nacerveno. Janka obarvila
tti stény své kostky nazeleno. Po ¢ase obé kostky rozkrajely na jednotlivé kosticky, z nichz
byly kostky slepeny. Kdyz tak ucinily, s prekvapenim zjistily, ze pocet kosticek, které maji
aspon jednu sténu Cervenou, se lisi od poctu kosticek, které maji aspon jednu sténu zelenou.
Zjistéte, jaky je tento rozdil. (E. Novotnd)

MozZné reseni. Vime, ze jak Danka, tak Janka obarvily tfi stény kostky. To lze udélat
pouze dvojim zptisobem:

-----

nimi; uvazujme napt. horni, dolni a jednu bo¢ni sténu.
2. Zadné dvé protilehlé stény nejsou obarvené, tedy tii obarvené stény maji spoleény
vrchol; uvazujme napt. horni, predni a bo¢ni sténu.
Pokud jsou pocty obarvenych kosticek v jednotlivych pripadech riizné, musela dévcata
obarvit kostky riznymi zptsoby. U kazdého zptsobu obarveni zjistime, kolik kosticek ma
obarvenu aspon jednu sténu. Budeme postupovat po vrstvach, vrstvy pocitame zdola:

1. V prvni a paté vrstvé ma aspon jednu sténu obarveno vsSech 25 kosticek, ve druhé,
treti a ctvrté vrstvé je obarveno vzdy 5 kosticek; celkem je v tomto pripadé obarveno
254+ 545+ 5+ 25 = 65 kosticek.

2. V prvnich ¢tyrech vrstvach ma aspon jednu sténu obarveno vzdy 9 kosticek, v paté
vrstvé je obarveno vsech 25 kosticek; celkem je v tomto piipadé obarveno 9+ 9+ 9 +
+ 9 + 25 = 61 kosticek.

Hledany rozdil poc¢tt obarvenych kosticek je 65 — 61 = 4.

Hodnoceni. 1 bod za uréeni moznych zptusobtu obarveni; 4 body za urceni poc¢tu obarve-
nych kosticek v jednotlivych pripadech; 1 bod za rozdil.

Poznamka. Rozdil lze zjistit i bez urceni celkovych poc¢tt obarvenych kostic¢ek v jednotli-
vych ptipadech. P¥i takovémto Feseni hodnotte druhou ¢ast tlohy 1 az 5 body podle kvality
zdivodnéni (prvni bod je stejny).



Z6-11-2
Jirka sbird podpisy znamych sportovet a zpévakt. Ma k tomu zvlastni sesit a urcil,
ze podpisy budou na kazdém listu vzdy jen na jeho predni strané. Vsechny tyto stranky
ocisloval 1, 3, 5, 7, 9, ..., aby poznal, kdyby se mu néjaky list ztratil. Napsal tak celkem
125 cislic.
e Kolik mél jeho sesit listu?
e Kolik napsal celkem jednicek?
(M. Volfovd)

MozZné feseni. Jednomistnych lichych ¢isel je pét. Dvojmistnych ¢isel je celkem 99 — 9 =
= 90, z toho je lichych 45. S témito ¢isly mohl Jirka ocislovat 5 + 45 = 50 stran a pouzil
by pfi tom 5 4 2 - 45 = 95 cislic. Zbyva jesté pouzit 125 — 95 = 30 cislic. Tyto presné
odpovidaji prvnim deseti trojmistnym lichym ¢islim od 101 do 119. Jirka celkem ocisloval
5+ 45 + 10 = 60 stran, sesit ma tedy 60 lista.

Cislice 1 je na misté jednotek celkem dvanactkrat (jednou v kazdé desitce: 1, 11, ...,
91, 101, 111). Na misté desitek se ¢islice 1 vyskytuje desetkrat (pétkrat mezi ¢isly 11 a 19
a pétkrat mezi 111 a 119). Na misté stovek je ¢islice 1 také desetkrat (trojmistnych ¢isel
bylo napsano pravé deset). Jirka napsal celkem 12 4+ 10 + 10 = 32 jednicek.

Hodnoceni. Po 3 bodech za kazdou ¢ast tilohy. (Ulohu Ize fesit i postupnym vypisovanim
a pocitdnim ¢islic.)

Z6-11-3
Na noc¢ni pochod dostaly druziny V1kt a Lisek po jedné stejné svicce. Svicky spolecné

zapalili na startu a vyrazili. Kazdy ¢len druziny nesl svicku takovou dobu, za kterou se
jeji délka zkratila na polovinu. Vlci dobéhli do cile v momenté, kdy Sesty nositel predaval
svicku sedmému. Poté jejich svicka horela jesté tifi minuty. Lisky dobéhly do cile za dvé
hodiny a 57 minut.

e Kterd druzina byla v cili prvni?

e O kolik minut dobéhla vitézna druzina do cile dfive nez druhé druzina?

(Svicka odhofiva rovnomérné: za stejny cas vzdy stejny kousek.) (M. Dillingerova)

Mozné ieSeni. Nejdiive zjistime, jak dlouho béZeli Vlci. Sesty nositel predaval svicku
sedmému v okamziku, kdy méla hofet jesté 3 minuty. SAm ji tedy nesl rovnéz 3 minuty
a od patého nositele ji prebiral v okamziku, kdy méla hotet 3 + 3 = 6 minut. Paty nositel
ji tedy nesl rovnéz 6 minut a od ¢tvrtého nositele ji prebiral v okamziku, kdy méla hotet
6 + 6 = 12 minut. Takto mizeme postupovat az k prvnimu nositeli:

nositel ¢. nesl svicku (min)
7 0
6 3
5 6
4 12
3 24
2 48
1 96




Pochod Vlktam trval 96 4+ 48 4+ 24 4+ 12+ 6 + 3 = 189 minut. (Alternativné lze spocitat jako
96 + 96 — 3 = 189.)

Liskam pochod trval 120 + 57 = 177 minut.

Lisky tedy byly v cili prvni, a to o 189 — 177 = 12 minut.

Hodnoceni. 1 bod za postieh, ze kazdy nositel nesl svicku tak dlouho, jak dlouho méla
horet, kdyz ji predaval dalsimu; 2 body za vyplnénou tabulku nebo jeji obdobu; 1 bod za
uréeni doby pochodu VI1kii; po 1 bodu za odpovéd na kazdou otézku ze zadéani.

Reseni, v némz je pouze nezdivodnény zavér, ze v cili byly prvni Lisky, neudélujte
zadny bod.



