66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Zvonkohra na nadvofi hraje v kazdou celou hodinu kratkou skladbu, a to pocinaje
8. a konce 22. hodinou. Skladeb je celkem osmnéct, v celou hodinu se hraje vzdy jen jedna
a po odehrani vSech osmnécti se zacina ve stejném poradi znovu. Olga a Libor byli na
nadvori v pondéli v 15 hodin. Ten samy tyden si pfisli zvonkohru poslechnout jesté jednou
v poledne, k jejich zklaméni vSak hrala ta sama melodie, kterou slyseli v pondéli.

Ktery den byla Olga s Liborem na nadvori podruhé? (L. Simiinek)

Napovéda. Kolik z osmnéacti skladeb zazni v jeden den a na kolik z nich se nedostane?

MozZné feseni. Mezi odehranim prvni ranni a posledni vecerni skladby uplyne 22—8 = 14
hodin, kazdy den se proto hraje patnact skladeb. Ve zvonkohie je nastaveno osmnéct
skladeb, tedy o tri vice.

Na skladbu, kterou slySeli hrdinové tulohy v pondéli v 15 hodin, se v utery dostalo
o 3 hodiny pozdéji, tedy v 18 hodin. Ve stfedu o dalsi 3 hodiny pozdéji, tedy ve 21 hodin.

Ve ¢tvrtek sledovand skladba nezaznéla viibec: od posledniho jejiho uvedeni hrala ze
sedmnacti ostatnich skladeb jedna ve stfedu ve 22 hodin, patnact ve ¢tvrtek, jedna v patek
v 8 hodin a na sledovanou skladbu se dostalo az v 9 hodin.

Nasledujici den, v sobotu, zaznéla sledovana skladba o 3 hodiny pozdéji, tedy ve 12 ho-
din. V nedéli o dalsi 3 hodiny pozdéji, tedy v 15 hodin.

Dany tyden hrala sledovana skladba v poledne jediné v sobotu, Olga a Libor pfisli na
nadvofti podruhé v sobotu.

Poznamka. Predchozi diskuze miZze byt nahrazena programem zvonkohry pro dany ty-
den. Skladby oznacujeme ¢isly 1 az 18, pricemz 1 oznacuje tu, kterou slysela Olga s Libo-
rem:

8h| 9h|10h|11h|12h|{13h|14h|15h|16h|17h|18h |19h [20h |21 h|22]h

po o1 23456 7]8

at| 9 (10| 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 1 2 3 4 )
st| 6 7 8 9 |10 11|12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 1 2

pal 18 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
so| 15|16 | 17 | 18 | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 | 10 | 11

ne|l 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 1




Z5-1-2

V kazdém z rohovych poli vnéjsiho ¢tverce ma byt napsano jedno z cisel 2, 4, 6 a 8,
pricemz v rtiznych polich maji byt rizna ¢isla. Ve ¢tyrech polich vnitiniho ¢tverce maji byt
souciny ¢isel ze sousedicich poli vnéjsiho ¢tverce. V kruhu ma byt soucet cisel ze sousedicich
poli vnitiniho ¢tverce.

Ktera cisla mohou byt napsana v kruhu? Urcete vSechny moznosti.
(M. Dillingerovad)

Napovéda. Mohou rtzna vyplnéni rohovych poli vést ke stejnému souctu v kruhu?

Mozné feseni. Cisla 2, 4, 6 a 8 lze do rohovych poli napsat mnoha zptsoby. Pro riizné
zpusoby vSak muzeme nakonec dostat tentyz soucet v kruhu, jako napi. v nasledujicich
pripadech:

2 4 4 6 2 8
8 24 16
16 ( 96 ) 24 8 (96 )48 8 (96 )48
48 16 24
8 6 2 8 4 6

Prvni a druhy pripad se lisi pootoc¢enim o 90°, druhy a tfeti jsou soumérné podle vodorovné
osy ¢tverce atp. Rtizné hodnoty v kruhu tedy dostaneme, pouze kdy?z ¢isla v rohovych polich
nejsou nijak soumeérna.

Zkouseni vSech moznosti si proto miizeme zjednodusit tim, ze uvazujeme jedno z ¢isel,
napt. 2, v jednom konkrétnim poli, napt. vlevo nahote. Ostatni ¢isla dopliujeme tak, aby
zaddné dveé vyplnéni nebyla soumérna. Pritom jedind soumérnost, kterd zachovava 2 v levém
hornim poli, je soumérnost podle thlopricky prochazejici timto polem. S témito pozadavky
mame nasledujici tii feseni:

2 4 2 6 2 6
8 12 12
16 ( 96 ) 24 8 (100) 48 16 (84 )24
48 32 32




V kruhu mohou byt napsana cisla 84, 96 a 100.

Poznamka. Pro kazdé vyplnéni rohovych poli muZzeme najit 7 dalsich, ktera jsou s nim
néjak soumérna. Vsechna vyplnéni tedy lze rozdélit do osmic, které jisté maji stejné soucty
v kruhu. Pfitom ¢isla do ¢tyfech rohovych poli lze vyplnit celkem 24 zpisoby. V kruhu tak
mohou byt napsana nejvyse 24 : 8 = 3 rtizna cisla. Zkousenim urcime, ktera cisla to jsou,
a Ze jsou navzajem ruizna.

Z5-1-3

Na obrazku je c¢tvercova dlazdice se stranou délky 10dm, kterad je slozena ze ctyt
shodnych obdélnikt a malého ¢tverce. Obvod malého ¢tverce je pétkrat mensi nez obvod
celé dlazdice.

Urcete rozméry obdélniki. (K. Pazourek)

Napovéda. Urcete délku strany malého ctverce.

Mozné reseni. Obvod malého ¢tverce je pétkrat mensi nez obvod dlazdice, proto i jeho
strana je pétkrat mensi nez strana dlazdice. Strana malého c¢tverce tedy méri
10 : 5 = 2 (dm).

Pritom délka strany dlazdice je rovna souctu délek strany malého ¢tverce a dvou kratsich
stran obdélniku. Kratsi strana obdélniku tedy meéri

(10 —2):2 =4 (dm).
Soucasné délka strany dlazdice je rovna souctu délek kratsi a delsi strany obdélniku. Delsi
strana obdélniku tedy méri

10 — 4 = 6 (dm).
Rozméry obdélniki jsou 4 dm x 6 dm.
Z5-1-4
Prodavac vanocnich stromkt prodaval smrcky po 220 K¢, borovicky po 250 K¢ a jed-
licky po 330 K¢. Rano mél stejny pocet smrcki, jedlicek a borovic. Vecer mél vsechny

stromky prodané a celkem za né utrzil 36 000 K¢.
Kolik stromkii toho dne prodavaé¢ prodal? (M. Krejéovd)

Napovéda. Pocitejte po trojicich.
Mozné reseni. Trojice smrcek, borovicka a jedlicka stala dohromady
220 + 250 4 330 = 800 Kc.

Prodavac takovych trojic za cely den prodal 36 000 : 800 = 45.
Celkem tedy prodal 3 - 45 = 135 stromk.



Z5-1-5
Napiste misto hvézdicek ¢islice tak, aby soucet doplnénych cislic byl lichy a aby platila
nasledujici rovnost:
42 X *8 = 2 #xx

(L. Hozova)
Napovéda. Zacnéte od prvni hvézdicky.

Mozné feseni. Postupné dosadime vSechny mozné ¢islice na misté prvni hvézdicky, vy-
pocitame soucin a provérime ostatni pozadavky:

e 42 .18 = 756, vysledek je mensi nez 2 000; nevyhovuje.
e 42 .28 = 1176, vysledek je mensi nez 2 000; nevyhovuje.
e 42 -38 = 1596, vysledek je mensi nez 2 000; nevyhovuje.
e 42 .48 = 2016, soucet 4+ 0+ 1+ 6 = 11 je lichy; vyhovuje.
e 42 .58 = 2436, soucet 5+ 4+ 3+ 6 = 18 je sudy; nevyhovuje.
e 42 .68 = 2856, soucet 6 + 8 + 5 + 6 = 25 je lichy; vyhovuje.
e 42 .78 = 3276, vysledek je vétsi nez 2999; nevyhovuje.
e zbylé dva souciny jsou jesté vétsi; nevyhovuji.
Uloha m4 dvé Feseni, a to
42-48 =2016 a 42-68 = 2856.
Z5-1-6

Jitka sestrojila dva shodné rovnostranné trojuhelniky jako na obrazku. Dale chce
sestrojit vSechny kruznice, které budou mit stfed v nékterém z vrchold a budou prochéazet
nékterym jinym vrcholem nékterého z trojihelnik.

v v

(K. Pazourek)

Napovéda. Zacnéte s vrcholy, které jsou spoleéné obéma trojuhelnikim.

Mozné resSeni. Pojmenujme vrcholy jako na néasledujicim obrazku a povSimnéme si, zZe
body A a C jsou vzdy od zbyvajicich tfi bodu stejné vzdéleny (odpovidajici tisecky tvori
strany rovnostrannych trojuhelnik). Proto kruznice se stfedem v bodé A prochézejici
bodem B prochézi také body C a D. Kruznice se stfedem v bodé A vyhovujici Jirci-
nym pozadavkim je tedy jedina. Podobné existuje jedina vyhovujici kruznice se stifedem

v bodé C.



Kruznice se stitedem v bodé B prochazejici bodem A prochazi také bodem C', dalsi
kruznice prochazi bodem D. Kruznice se stfedem v bodé B vyhovujici Jif¢inym pozadav-
kim jsou tedy dvé. Podobné existuji dvé vyhovujici kruznice se stftedem v bodé D.

Dohromady existuje Sest vyhovujicich kruznic:




