67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Anicka a Blanka si napsaly kazda jedno dvojmistné ¢islo, které zac¢inalo sedmickou.
Divky si zvolily rizna cisla. Poté kazda mezi obé ¢islice vlozila nulu, takze jim vzniklo
trojmistné c¢islo. Od né€j kazda odecetla svoje ptivodni dvojmistné ¢islo. Vysledek je pre-
kvapil.

Urcete, jak se jejich vysledky lisily. (L. Hozovad)

Napovéda. VyzkouSejte popsany postup s nékolika konkrétnimi ¢isly.

Mozné feSeni. Dvojmistné ¢islo zac¢inajici sedmickou je tvaru 7x, kde misto hvézdicky
miize byt libovolna cislice. Vlozenim nuly dostavame trojmistné cislo tvaru 70x. Bez ohledu
na to, jakou cislici zastupuje hvézdicka na misté jednotek, rozdil vychazi
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630
Vysledky Anicky a Blanky se nijak nelisily, obéma vyslo 630.

7Z6-1-2

Erika chtéla nabidnout ¢okoladu svym tfem kamaradkam. Kdyz ji vytahla z batohu,
zjistila, Ze je poldmand jako na obrazku. (Vyznacené ¢tverecky jsou navzajem shodné.)
Divky se dohodly, Ze cokoladu dale lamat nebudou a losem urci, jak velky kousek ktera
dostane.

Sefadte ¢tyti kousky ¢okolady od nejmensiho po nejvétsi. (K. Jasencdkovd)
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Napovéda. Umite porovnat jednotlivé kousky bez pocitani?

MozZné reseni. Nejprve oznac¢ime nékolik pomocnych vrcholt jako na obrazku:
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Usecka AC' je ahlopfickou obdélniku ABCD, a ta déli obdélnik na dvé stejné ¢asti.
Jedna ¢ast je tvofena trojuhelniky AEC a FBC, druha cast je tvorena mnohothelniky
AHGFD a CFGH.

Trojuhelnik ABC' je polovinou obdélniku ABC'D. Trojuhelnik EBC' je polovinou ob-
délniku EBCI, a ten je polovinou obdélniku ABCD. Proto ma trojuhelnik £ BC polovi¢ni
obsah v porovnani s trojuhelnikem ABC' a trojuhelniky FBC a AEC tak maji stejny
obsah.

Mnohothelniky AHGF D a CFGH lze rozdélit na mensi ¢asti, které jsou po dvojicich
shodné, viz c¢arkované cary na nasledujicim obrazku. Proto maji také tyto dva mnohothel-
niky stejny obsah.
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Vsechny ¢tyfi mnohotthelniky tedy maji stejny obsah, neboli vSechny c¢tyti kousky
¢okolady jsou stejné velké.

Poznamka. Vyjadieni obsaht jednotlivych kouski pomoci vyznacenych ¢tvereckt vypada
takto: cely obdélnik ma obsah 6 x 4 = 24 ¢tverecki, kazdy z trojuhelniki AEC a EBC
m4 obsah (3 x 4) = 6 ¢tverecki, kazdy z mnohothelniki AHGFD a CFGH mé obsah
3+ 2+ 1 =6 ¢tvereckt (odvozeno z predchoziho déleni).

7Z6-1-3

Honza mél 100 stejnych zavarovacich sklenic, z kterych si stavél trojboké pyramidy.
Nejvyssi poschodi pyramidy mé vzdy jednu sklenici, druhé poschodi shora predstavuje
rovnostranny trojuhelnik, jehoz strana sestava ze dvou sklenic, atd. Ptiklad konstrukce
trojposchodové pyramidy je na obrazku.

1. poschodi 1. a 2. poschodi  t¥iposchodova pyramida

1. Kolik sklenic Honza potfeboval na pétiposchodovou pyramidu?
2. Kolik poschodi méla pyramida, na niz bylo pouzito co nejvic Honzovych sklenic?

(K. Jasencdkovd)

Napovéda. Jak se lisi pocty sklenic v sousednich patrech?
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MozZné tresSeni. 1. Sklenice budeme pocitat po poschodich shora. Ze zadani a navodnych
obrazkt vime, Ze v patém (nejvyssim) poschodi je 1 sklenice, ve ¢tvrtém poschodi jsou
3 sklenice, ve tfetim poschodi je 6 sklenic. Kazdé dalsi (nizsi) poschodi si lze predstavit
tak, ze se k pfedchazejicimu (vy$simu) poschodi pfida jedna fada sklenic:

.a&&&%.&%

Na pétiposchodovou pyramidu Honza potfeboval

1+14+24+1424+34+14+24+3+4+14+2+3+4+ 5= 35 sklenic.
3 6 10 15

2. Se stejnym napadem jako v predchozim odstavci budeme pracovat dale, dokud
nevycerpame maximum ze sta pouzitelnych sklenic: na Sestipatrovou pyramidu je potieba

35+ 15 4+ 6 = 56 sklenic,
——
21

na sedmipatrovou pyramidu je potieba

56 + 21 + 7 = 84 sklenic,
——
28

na osmipatrovou pyramidu je potteba

84 + 28 + 8 = 120 sklenic.
——
36

Se stem sklenic 1ze postavit nejvyse sedmipatrovou pyramidu.

7Z6-1-4

Veronika m4 klasickou $achovnici s 8 x 8 poli¢ky. Radky jsou oznadeny ¢islicemi 1 az 8,
sloupce pismeny a az h. Veronika polozila na policko bl koné, se kterym lze pohybovat
pouze tak jako v Sachu.

1. Je mozné premistit koné ve ctyfech tazich na policko h1?
2. Je mozné premistit koné v péti tazich na policko e67

Pokud ano, popiste vSsechny mozné posloupnosti tahii. Pokud ne, zdtivodnéte, proc¢ to
mozné neni. (K. Jasencdkovad)

Napovéda. Oznacte si postupné policka, na které lze koné pfemistit po prvnim tahu, po
druhém tahu atd.

Mozné teSeni. 1. Po chvili zkouSeni zjistime, Ze doskakat s koném z policka b1l na po-
licko h1 ve ¢tyfech tazich lze napt. takto: c3, €2, g3, hl, viz obrazek.
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Abychom doplnili vSechny posloupnosti tahti mezi témito poli¢ky a na zadnou moznost
nezapomnéli, budeme postupovat nasledovné. Uréime vSechna policka, na ktera lze koné
z bl pfemistit po prvnim a po druhém tahu:

Urc¢ime vsSechna policka, na kterych musi kun stat po tfetim a po druhém tahu, aby po
¢tvrtém tahu skoncil na hl:




Moznost s koném po druhém tahu na e2 je jedna, a to je pravé vyse uvedené reseni.
Moznosti s koném po druhém tahu na e4 jsou ctyti:

Moznost s koném po druhém tahu na d1 je jedna, stejné jako moznost s koném po druhém
tahu na f1:

2. Snadno lze najit také cestu z policka b1l na policko e6 ve ¢tyfech tazich, ale v péti
uz ne. Diivodem je to, ze barva policka, na kterém kun stoji, se pfi kazdém jeho tahu méni
(jeden tah koné ma dvé Casti: delsi ¢ast je o dvé policka, a pfi tom se barva zachovava,
kratsi ¢ast je o jedno policko, a prfi tom se barva méni):

Vychozi policko bl je bilé, po prvnim tahu bude kin stat na ¢erném policku, po druhém
tahu bude opét na bilém atd. — po lichém poctu tahi bude na ¢erném policku, po sudém
poctu tahti bude na bilém policku. Policko €6 je bilé a 5 je liché ¢islo, proto nelze premistit
koné z bl na e6 v péti tazich.

Poznamka. Sedm moznych feseni v prvni ¢asti tlohy lze nalézt ndhodnym zkousenim
a nasledné se zamyslet nad zdivodnénim, Ze jsou tato feSeni vSechna. P¥i hodnoceni budte
shovivavi, i ne zcela uplna zdtivodnéni lze hodnotit stupném 1. AvSsak komentaie neobsa-
hujici zadné vysvétleni hodnotte nanejvys stupném 2.
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Z6-1-5

V plechovce byly éervené a zelené bonbény. Cenék snédl % vSech Cervenych bonboéni
a Zuzka snédla g vSech zelenych bonbént. Ted tvoii ¢ervené bonbdény % vSech bonbént
v plechovce.

Kolik nejméné bonbénti mohlo byt ptivodné v plechovce? (L. Ruzickovad)
Napovéda. Kolik bonboni té které barvy mohlo, resp. nemohlo byt piivodné v plechovce?

Mozné feseni. Jak Cenék, tak Zuzka snédli nékolik pétin bonbénti p¥islugné barvy. Proto
musi byt pavodni pocet jak cervenych, tak zelenych bonbont délitelny péti. Budeme jako
ptvodni pocet cervenych bonboni uvazovat co nejmensi ¢isla délitelnd péti a zkusime
vyjadrit pocet zelenych bonbdni:

e Pokud by cervenych bonbénii bylo ptivodné 5, zbyly by z nich po ujidani 3. Tyto
3 bonbdény by mély tvorit % vSech zbylych bonbéni, tedy vsech zbylych bonboént by
bylo 8 a zbylych zelenych by tak bylo 5. Téchto 5 bonbdénii by mélo tvotit zbylé % vSech
zelenych, coz nelze.

e Pokud by cervenych bonbénti bylo ptivodné 10, zbylo by z nich po ujidani 6. Téchto
6 bonbdénil by mélo tvorit % vSech zbylych bonbéni, tedy vsech zbylych bonbént by
bylo 16 a zbylych zelenych by tak bylo 10. Téchto 10 bonbénti by mélo tvorit zbylé
2

£ vSech zelenych, takze vSech zelenych by ptivodné bylo 25.

Nejmensi pocet bonbdnii, které mohly byt ptivodné v plechovce, je 10 4 25 = 35.

Jina napovéda. Jakou ¢ast zbylych bonbdénu tvorily zelené bonbdny?

Jiné teSeni. Cervené bonbdny tvorily po ujidani % vSech bonbdnii, zelené bonbdény tak

tvorily % vsech zbylych bonbdnii, proto pocet zbylych zelenych bonbéntt musi byt délitelny
peti.

Zuzka snédla % zelenych bonboént, v plechovce tak zbyly % puvodniho poctu zelenych
bonbénti, proto pocet zbylych zelenych bonbénid musi byt délitelny také dvéma. Celkem
dostavame, ze pocet zbylych zelenych bonbéni musi byt délitelny deseti.

Nejmensi mozny pocet zbylych zelenych bonbént je 10. V takovém pripadé by pti-
vodni pocet zelenych bonbdnt byl 25, pocet zbylych cervenych bonbénii 6 a piivodni pocet
¢ervenych bonbénu 10.

Nejmensi pocet bonbdnil, které mohly byt ptivodné v plechovce, je 10 4 25 = 35.

Poznamka. Predchozi vahy je mozné graficky znazornit takto:

po ujidani

X X [ — — -
puvodné e

v

cervené zelené

Pomoci neznamych c, resp. z, které oznacuji ptivodni pocty cervenych, resp. zelenych
bonbénti, je mozné tlohu zformulovat takto:

3 _3<3 +2>
57 8\5°T 5°)
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kde c a z jsou c¢isla délitelna péti a %c—k %z je délitelné osmi. Pfedchozi vyjadieni lze upravit
na

8¢ =3c+ 2z, mneboli bc=2z.

Nejmensi ¢ a z vyhovujici vS§em uvedenym pozadavkim jsouc=2-5=10a z =5-5 = 25.

Z6-1-6
Sestrojte libovolnou usecku DS, pak sestrojte kruznici k se sttedem v bodé S, ktera
prochézi bodem D.

1. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik DAS, jehoz vrchol A lezi na kruznici k.
2. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, jehoZ vrcholy B a C také lezi na kruznici k.

(L. Ruzickovad)
Napovéda. Co vSechno vite o rovnostrannych trojuhelnicich?
Mozné ieSeni. 1. Usecky AS a AD maji byt shodné s danou tiseckou DS. Tedy

e bod A sestrojime jako prusecik kruznice k a kruznice se sttedem D a polomérem DS.

Takové body jsou dva.

2. Pro trojuhelnik ABC' s vrcholy na kruznici k plati, ze druhé priseciky pfimek AS,
BS a CS s kruznici k jsou stfedové soumérné s body A, B a C podle stiedu S. Je-li
trojuhelnik ABC' rovnostranny, je rovnostranny i tento stfedové soumérny trojuhelnik.
VsSech Sest bodd na kruznici k£ pak tvori vrcholy pravidelného Sestitthelniku. Pravidelny
Sestitthelnik je tvoren Sesti shodnymi rovnostrannymi trojihelnicky, z nichz dva jsou se-
strojeny v prvni ¢asti ulohy. Usecka A1 A5 na predchozim obrazku je proto jednou ze stran
hledaného trojuhelniku:

e jeden z bodu Ay, A v prvni ¢asti ulohy oznac¢ime A, druhy oznacime B,
e bod C sestrojime jako prusecik kruznice k s pfimkou DS.
Alternativné lze bod C sestrojit jako prusecik kruznice k s kruZnici se stifedem
v bodé A, prip. B a polomérem AB. Na nasledujicim obrazku je naznaceno jesté jiné

feseni zalozené na doplnéni pravidelného Sestitthelniku opakovanim konstrukce z prvni
¢asti ulohy.

13



14



