67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

7Z7-1-1
Petr ekl Pavlovi: ,Napis dvojmistné prirozené cislo, které ma tu vlastnost, ze kdyz od

néj odectes totézT dvojmistné pfirozené ¢islo akorat napsané obracené, dostanes rozdil 63.¢
Které ¢islo mohl Pavel napsat? Urcete vSechny moznosti. (L. Hozovad)

Napovéda. Jaky je rozdil ¢islic Pavlova ¢isla?
Mozné feSeni. Ulohu miizeme fesit jako algebrogram

a b

—ba

6 3

Protoze rozdil je kladny, musi byt a > b. Protoze navic v rozdilu na misté jednotek
je 3, musi se pocitat s prechodem pres desitku. Protoze v rozdilu na misté desitek je 6,
musi byt a — b = 7. Protoze déle obé€ cisla jsou dvojmistnéa, musi byt b > 0. Celkem tak
dostavame dvé moznosti:

81 9 2
- 138 -29
6 3 6 3

Cislo, které mohl Pavel napsat, bylo 81 nebo 92.

Poznamka. Dvojmistné ¢islo zapsané ab lze vyjadiit jako 10a+b. P¥edchozi zapis je proto

ekvivalentni s rovnosti
(10a + b) — (10b + a) = 63,

coz po upravé vede k a — b = 7.

7Z7-1-2

Jsou dany dvé dvojice rovnobéznych piimek AB || CD a AC || BD. Bod E lezi
na piimce BD, bod F' je stfedem usecky BD, bod G je stfedem usecky C'D a obsah
trojuhelniku ACE je 20 cm?.

Urcete obsah trojuhelniku DFG. (V. Semerdkova)

Napovéda. Porovnejte obsahy trojuhelniki ACE a ABC.

Mozné reSeni. Obsah trojuhelniku zavisi na délce jeho strany a velikosti vysky na tuto
stranu. Protoze pfimky AC a BD jsou rovnobézné a bod E lezi na primce BD, obsah
trojahelniku ACE je stéle stejny pro jakkoli zvoleny bod E. Zejména, obsah trojihelniku
ACFE je stejny jako obsah trojuhelniku AC'D. Ze stejného duvodu je také obsah trojuhel-
niku AC'D stejny jako obsah trojuhelniku BC'D. Celkem tedy

Sace = Sacp = Seep = 20 cm?.

T v ptvodné zvefejnéném zadani chybeélo upfesnéni, ze ma Pavel pracovat s jednim dvojmistnym cCislem.
Resitele na tuto opravu upozornéte.
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Nyni porovname obsahy trojihelnikit BC'D a DFG:

\ui X,

C\ G D\

Trojthelniky DF'G a F'BG maji spolec¢nou vysku z vrcholu G a bod F' je v poloviné
strany BD, proto maji tyto trojihelniky stejny obsah. Trojuhelniky DFG a F'BG dohro-
mady tvori trojuhelnik DBG, a proto plati Sprg = %S pBG. Z obdobného dtavodu také
plati Spg = %SDBC. Celkem tedy plati

1 1
SDFG = ZSDBC = Z -20=5 (Cm2).

Poznamka. Predchozi vyjadfeni poméru obsahi trojuhelniki DFG a DBC' skryté od-
kazuje na jejich podobnost, ¢ehoz lze ve zdivodnéni také pouzit (F'G je stfedni pfickou
trojuhelniku DBC, proto jsou vSechny odpovidajici si strany Gmérné v poméru 1 : 2).
Bez odkazu na pojem podobnosti je mozné piimo porovnat napt. zakladny DF a DB
a odpovidajici vysky (oboje v poméru 1 : 2). Takto lze uvazovat i pro trojuhelniky DFG
a ACE s libovolnym E € BD (tj. bez vyse pouzitych transformaci).

77-1-3
Zoologickéa zahrada nabizela skolnim skupindm vyhodné vstupné: kazdy paty zak do-
stava vstupenku zdarma. Pan ucitel 6.A spocital, Ze pokud koupi vstupné détem ze své
t¥idy, usetii za ¢tyfi vstupenky a zaplati 1995 K¢é. Pani uéitelka 6.B mu navrhla, at koupi
vstupenky détem obou tiid naraz, a tak budou platit 4410 K¢.
Kolik déti z 6.A a kolik déti z 6.B §lo do zoo? (Cena vstupenky v K¢ je celo¢iselna.)
(L. Simiinek)

Napovéda. O kolik vstupenek je tieba zadat, aby byly pravé ¢tyfi z nich zdarma?

Mozné resSeni. Jestli by se ptfi koupi vstupného pro déti z 6.A diky zminéné vyhodé
usettilo za 4 vstupenky, muselo jit do zoo alespon 4 -5 = 20, avSsak méné nez 5-5 = 25 déti
z této tridy. Pti poctu déti od 20 do 24 by se muselo zaplatit vzdy o 4 vstupenky méné,
tedy 16 az 20. Zaplacena ¢astka je délitelna 19, nikoli vSak 16, 17, 18 ¢i 20 (viz prvociselny
rozklad 1995 = 3-5-7-19). Pro déti z 6.A by tedy bylo potieba zaplatit 19 vstupenek
a kazda by tak stala 1995 : 19 = 3-5-7 = 105 K¢é. Pocet déti z 6.A byl o 4 vétsi, tedy
19 +4 = 23.

Pri spolecné koupi vstupného pro déti z obou ttid by se uhradilo 4410 K¢, tedy zapla-
cenych vstupenek by bylo 4410 : 105 = 42. V ramci vyhody byla kazda ¢tverice zaplacenych
vstupenek doplnéna o jednu vstupenku zdarma, tedy pfi zaplaceni 42 vstupenek (10-4+2)
by jich dostali 52 (10 - 5 + 2). Pocet déti z 6.B byl 52 — 23 = 29.

Do zoo slo 23 déti z 6.A a 29 déti z 6.B.
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77-1-4

Na stole lezelo Sest karticek s ¢islicemi 1, 2, 3, 4, 5, 6. Anezka z téchto karticek slozila
Sestimistné cislo, které bylo délitelné Sesti. Pak postupné odebirala karticky zprava. Kdyz
odebrala prvni karticku, zlistalo na stole pétimistné cislo délitelné péti. Kdyz odebrala dalsi
karticku, zustalo ¢tyrmistné c¢islo délitelné ¢tyrmi. Kdyz odebirala dale, ziskala postupné
trojmistné cislo délitelné tremi a dvojmistné cislo délitelné dvéma.

Které Sestimistné ¢islo mohla Anezka ptivodné slozit? Urcete vSechny moznosti.

(L. Ruzickovd)

Napovéda. Co miuzete Fict o jednotlivych ¢islicich hledaného ¢isla?

MozZné feseni. Hledané Sestimistné ¢islo oznacime abcdef. Ze zadani postupné odvodime
nékolik poznatkt o tomto cisle:

1. Celé sestimistné cislo je délitelné Sesti, tedy je délitelné zaroven dvéma a tfemi. Dé-
litelnost tfemi je zaruena tim, Ze ciferny soucet je (az na pofadi s¢itanct) roven
1+2+34+4+54+6 =21, coz je Cislo délitelné tiemi. Délitelnost dvéma znamena, ze
f je néktera z ¢islic 2, 4, 6.

2. Pétimistné ¢islo abede je délitelné péti, proto e = 5.

3. Ctyfmistné &islo abed je délitelné &tyimi, proto i éslo cd je délitelné ¢tyfmi. Zejména
d je néktera z cislic 2, 4, 6.

4. Trojmistné &slo abe je délitelné tiemi, proto ciferny soucet a+ b+ ¢ je délitelny tfemi.

5. Dvojmistné &slo ab je délitelné dvéma, proto b je néktera z &islic 2, 4, 6.

Jednoznacné je urceno e = 5 a cislice b, d, f jsou v néjakém poradi 2, 4, 6. Na ¢islice a
a c tedy zbyva 1 a 3. Ze treti podminky pak plyne, ze dvojmistné ¢islo cd muze byt nékteré
z Cisel

12, 16, 32, 36.

Pro kazdou z téchto moznosti je a uréeno jednoznac¢né: v prvnich dvou pripadech je a = 3,
ve zbylych dvou pripadech je a = 1, soucet a + ¢ je vSak vzdy roven 4. Aby byla splnéna
také ¢tvrta podminka, musi byt b = 2. Zbyvaji tedy pouze dvé moznosti: Anezka mohla
slozit 321654 nebo 123654.

27-1-5

Prokop sestrojil trojuhelnik ABC, jehoz vnitini tthel u vrcholu A byl vétsi nez 60°
a vnitini thel u vrcholu B byl mensi nez 60°. Jirka narysoval v poloroviné vymezené
pfimkou AB a bodem C bod D, a to tak, Ze trojihelnik ABD byl rovnostranny. Poté
chlapci zjistili, ze trojihelniky AC'D a BC'D jsou rovnoramenné s hlavnim vrcholem D.

Urcete velikost thlu ACB. (E. Semerddovd)
Napovéda. Najdéte vztahy mezi vnitinimi thly zminovanych trojuhelniki.

Mozné Feseni. Velikosti vnitinich thli v trojuhelniku ABC oznac¢ime postupné «, 3, 7.
V rovnostranném trojihelniku ABD maji vSechny vnitini tthly velikost 60°.
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A B

Shodné thly pti zakladné rovnoramenného trojuhelniku BC'D maji velikost

|«BCD|=|xCBD|=|x<xABD| - |<ABC| = 60° — g.
Shodné uhly pfi zékladné rovnoramenného trojahelniku AC'D maji velikost

|<XACD| = |«CAD| = |¥xCAB| — |¥xDAB| = a — 60°.
Velikost neznamého thlu AC'B miizeme vyjadfit jako

v =|x<ACD|— |xBCD| = (a—60°) — (60° — B) = o+ f — 120°.
Soucet velikosti vnittnich ahli v trojihelniku ABC je 180°, tedy
a+ B+ (a+ B —120°) = 180°,

z ¢ehoz plyne o + 3 = 150°. Uhel AC'B ma velikost v = 150° — 120° = 30°.

Poznamka. Zadanym podminkdm odpovida nekoneéné mnoho situaci; v je vzdy 30°,
zbylych 150° mtze byt mezi o a 3 rozdéleno libovolné.

Vsechny body A, B, C lezi na jedné kruznici se stfedem v bodé D. V takovych pfipa-
dech obecné plati, ze velikost thlu AC'B je polovinou tthlu ADB (viz vétu o obvodovém
a stfedovém thlu).

77-1-6

Vodnik Chaluha naléval mlhu do rozmanitych, riizné velkych nadob, které si peclivé
sefadil na polici. Pfi nalévani postupoval postupné z jedné strany, zadnou nadobu nepte-
skakoval. Do kazdé nadoby se vejde alespon decilitr mlhy.

Kdyby naléval mlhu sedmilitrovou odmérkou, mlha z prvni odmérky by naplnila presné
11 nadob, mlha z druhé odmérky by naplnila pfesné dalSich 12 nadob a mlha z treti
odmérky by naplnila pfesné 7 naddob. Pokud by pouzil pétilitrovou odmérku, pak mlha
z prvni odmérky by naplnila presné 8 nadob, ze druhé presné 10 nadob, ze tieti presné
7 nadob a ze ¢tvrté odmérky presné 4 nadoby.

Rozhodnéte, zda je tficatd nddoba v poradi vétsi nez pétadvacata. (K. Pazourek)

Napovéda. Jaky objem méla tficita nadoba?

Mozné reseni. Se tremi sedmilitrovymi odmérkami by vodnik rozlil 21 litrd mlhy do
11 + 12 4+ 7 = 30 néadob. Se ¢tyfmi pétilitrovymi odmérkami by rozlil 20 litrd mlhy do
8 + 10 4+ 7+ 4 = 29 nadob. Posledni, tricatda nadoba tedy méla objem 1 litr.
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Mlha z prvni sedmilitrové odmeérky by naplnila presné 11 néadob, pritom prvnich pét
litrt by naplnilo pfesné 8 nddob (prvni pétilitrovd odmérka) a zbylé dva litry piesné 3
nadoby (11 — 8 = 3). Tato ¢ast také odpovida prvnim dvéma litrim z druhé pétilitrové
odmeérky. Ta by vSak vystacila na 10 nadob, tedy zbylé tti litry by naplnily pfesné 7 nadob
(10 — 3 = 7). Obdobné muzeme doplnit dalsi podrobnosti o skupinidch nadob a jejich
objemech, které schematicky znazornime takto:

7 li:crﬁ 7 li:crfl 7 li:crﬁ
Nadob 8 3T 5 2 1 1
5 litrit 5 litrit 5 litrit 5 litrit

Nadoby 1 az 8 pojmou dohromady piesné 5 litrti, nddoby 9 az 11 pojmou dohromady
2 litry, naddoby 12 az 18 pojmou 3 litry, nddoby 19 az 23 pojmou 4 litry, nddoby 24 az 25
pojmou 1 litr atd.

Posledni dvé zminované nddoby pojmou dohromady totéz co samotna tricata nadoba,
proto ma tricata nadoba vétsi objem nez pétadvacata.
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