67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Vékovy primeér vsech lidi, ktefi se sesli na rodinné oslavé, byl roven poctu pritomnych.
Teta Béta, které bylo 29 let, se zahy omluvila a odesla. I po odchodu tety Béty byl vékovy
prumér vSech pritomnych lidi roven jejich poctu.

Kolik lidi bylo ptivodné na oslavé? (L. Hozova)

Napovéda. Jaky je vztah mezi poc¢tem pritomnych a souctem jejich véku?
Mozné treseni. Vékovy prumér vsech lidi, kteri se sesli na oslavé, je roven podilu souctu
vékil vSech pfitomnych (ozn. s) a jejich poétu (ozn. n). Podle zadani plati

S .
Z =n neboli s=n>

n
Po odchodu tety Béty se pocet pritomnych zmensil o 1 a soucet jejich véki o 29. Podle
zadani plati

s—29

— =n—1 neboli s —29=(n—1)%

2

Kdyz do posledni rovnice dosadime s = n”, roznasobime pravou stranu a dale upravime,

dostaneme:
n?—29 =n?—2n+1,
2n = 30,
n = 15.

Na rodinou oslavu se ptuvodné dostavilo 15 lidi.

Z9-1-2

V lichobézniku VODY plati, ze VO je delsi zakladnou, prusecik thlopricek K déli
tisecku VD v poméru 3 : 2 a obsah trojihelniku KOV je roven 13,5 cm?.

Urcete obsah celého lichobézniku. (M. Petrovad)

Napovéda. Co umite Fict o dalSich trojuhelnicich obsazenych v lichobézniku?

Mozné feSeni. Protoze VO je delsi zakladnou lichobézniku VODY ', bod K na thlopric¢ce
VD je blize vrcholu D.

Y D
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Trojuhelniky KOV a K DO maji spolecnou vysku z vrcholu O a délky stran VK
a K D prislusnych k této vysce jsou v poméru 3 : 2. Proto také obsahy téchto trojuhelnik
jsou ve stejném poméru, tedy

2
Skpo = gSKOV-

Trojuhelniky VOD a VOY maji spoleénou stranu VO a stejnou vysku na tuto stranu,
proto maji stejné obsahy. Trojuhelnik KOV je ¢asti obou téchto trojihelniki, proto maji
stejné obsahy také trojuhelniky K DO a KY'V,

2
Skyv = Skpo = §SKOV-

Trojtahelniky K'YV a KDY maji spolecnou vysku z vrcholu Y a odpovidajici strany V K
a KD jsou v poméru 3 : 2. Proto také obsahy téchto trojihelnikti jsou ve stejném poméru,

2 4
Skpy = §SKYV = §SKOV-

Obsah celého lichobézniku je souc¢tem obsahti uvedenych ¢tyt trojuhelniki, tedy

Svopy = Skov +Skpo + Skyv + Skpy =

2 2 4 25
- ]. — — —> :_.1’ — , 2.
( +3+3+9 Skov 9 3,5 375(cm)

Poznamka. Pii postupném vycislovani obsahti vySe jmenovanych trojuhelniki dostavame
2 2
Skpo = Skyv =9cm”, Skgpy = 6cm”.

Rovnost Skgyy = %SKOV, resp. Skpy = %SKOV lze zdtivodnit piimo pomoci podob-
nosti trojuhelniki KOV a KY D (koeficient podobnosti je 3 : 2).

Z9-1-3

Roboti Robert a Hubert sklddaji a rozebiraji kafemlynky. Pritom kazdy z nich kafe-
mlynek slozi ¢tyfikrat rychleji, nez jej sdm rozebere. Kdyz rano pfisli do dilny, nékolik
kafemlynk® uz tam bylo slozeno.

V 7:00 zacal Hubert skladat a Robert rozebirat, presné ve 12:00 Hubert dokonc¢il skla-
dani kafemlynku a Robert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu pribylo 70 kafemlynki.

Ve 13:00 zacal Robert skladat a Hubert rozebirat, presné ve 22:00 dokoncil Robert
skladani posledniho kafemlynku a Hubert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu pribylo
36 kafemlynkd.

Za jak dlouho by slozili 360 kafemlynkii, pokud by Robert i Hubert skladali spolecné?

(K. Pazourek)

Napovéda. Kolik kafemlynki pfibude za hodinu v kazdé ze smén?

Mozné resSeni. V dopoledni pétihodinové sméné pribylo 70 kafemlynki, coz odpovida
70 : 5 = 14 kafemlynktim za hodinu. V odpoledni devitihodinové sméné ptibylo 36 kafe-
mlynkt, coz odpovida 36 : 9 = 4 kafemlynkim za hodinu. Pokud by roboti pracovali
jednu hodinu dopolednim zpiisobem a jednu hodinu odpolednim zptisobem, vyrobili by
14 + 4 = 18 kafemlynkt a pfitom by vyrobili stejné mnozstvi kafemlynki, jako kdyby
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spole¢né skladali (a nic nerozebirali) 2 hodiny. Roboti by spole¢ns slozili 360 kafemlynki
za 3 - 20 = 15 hodin, nebot 360 = 18 - 20.

Jiné reseni. Pokud h znaci pocet kafemlynki, které slozi Hubert za hodinu, a r pocet
kafemlynk, které za hodinu slozi Robert, potom za hodinu rozlozi Hubert }lh kafemlynk
a Robert %17“ kafemlynkt. Informace ze zadani vedou k soustavé dvou rovnic:

5<h _ i'r’) — 70,
9<r . }lh) — 36.

Resenim této soustavy obdrzime r = 8 a h = 16. Za hodinu by tedy oba roboti spoleéné
slozili r + h = 24 kafemlynki. Tudiz 360 kafemlynkd by spolecné skladali 360 : 24 = 15
hodin.

7Z9-14

Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 se chystala na cestu vlakem se tfemi vagény. Chtéla
se rozsadit tak, aby v kazdém vagoéné sedéla tii ¢isla a nejvétsi z kazdé trojice bylo rovno
souctu zbylych dvou. Priivod¢i tvrdil, Ze to neni problém, a snazil se ¢islim pomoct. Naopak
vypravci tvrdil, Ze to neni mozné.

Rozhodnéte, kdo z nich mél pravdu. (E. Novotnd)

Napovéda. Uvazte paritu (sudost, lichost) ¢isel a jejich soucti.

Mozné teseni. Pokud by se ¢isla dala rozsadit do vagénu podle jejich prani, potom by
soucet tii nejvétsich cisel z kazdého vagénu byl stejny jako soucet zbylych Sesti ¢isel. To
by znamenalo, Ze soucet vSech deviti ¢isel by byl sudy. Avsak tento soucet je

1+2+34+4+5+6+7+8+9 =45,

coz je liché ¢islo. Proto ¢isla pozadovanym zptisobem rozsadit nelze, pravdu mél vypravci.

Jiné feseni. Mezi ¢isly 1 az 9 je pét lichych (L) a ¢étyfi sudé (5). Sudé éislo lze vyjadiit
jako soucet dvou lichych ¢isel nebo jako soucet dvou sudych cisel. Liché cislo lze vyjadrit
jediné jako soucet lichého a sudého cisla. V kazdém vagoné tedy mohou podle uvedenych
pozadavki sedét pouze nasledujici skupiny cisel:

bud {L, L, S}, nebo {S,S,S}.

Jakymkoli prifazenim téchto moznosti do t¥i vagént dostaneme vzdy celkem sudy pocet
lichyjch ¢isel a lichy pocet sudych cisel. V nasem ptipadé je tomu vSak naopak, proto nelze
¢isla rozsadit podle jejich prani. Pravdu mél tudiz vypravci.

Poznamka. Piijakémkoli rozmisténi péti lichych ¢isel do tfi vagént bude vzdy v nékterém
vagéné pravé jedno nebo pravé tii licha cisla. A pravé v takovém vagoné nebude platit
pozadavek o souctu.

Jina napovéda. Ktera ¢isla mohla cestovat s ¢islem 97

Jiné reseni. Muzeme postupné po vagdnech rozsazovat ¢isla od nejvétsiho tak, aby platil
pozadavek o jejich souctu. Cislo 9 miize cestovat s nékterou z nasledujicich dvojic:
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8 a 1: v dalsim vagéné miize 7 cestovat s ne€kterou z nasledujicich dvojic:
> 5 a 2: na dalsi vagén zbyva 6, 4 a 3, ale 6 # 4 + 3,
> 4 a 3: na dalsi vagén zbyva 6, 5 a 2, ale 6 # 5 + 2,

7 a 2: v dalsim vagdéné muize 8 cestovat jedin€ s dvojici
> 5 a 3: na dalsi vagén zbyva 6,4 a 1, ale 6 #4 + 1,

6 a 3: v dalsim vagéné miize 8 cestovat jediné s dvojici
> 7 a 1: na dalsi vagén zbyva 5, 4 a 2, ale 5 # 4 + 2,

5 a 4: v dalsim vagéné miize 8 cestovat s nékterou z nasledujicich dvojic:
> 7 a 1: na dalsi vagén zbyva 6, 3 a 2, ale 6 # 3 + 2,
> 6 a 2: na dalsi vagén zbyva 7,3 a 1, ale 7 # 3 + 1.

Zjistili jsme, ze Cisla nelze rozsadit tak, aby pozadavek o souctu platil ve vSech vago-
nech. Pravdu mél tudiz vypravei.

Z9-1-5

Uvnitf obdélniku ABCD lezi body E a F tak, ze usecky FA, ED, EF, FB, FC jsou
navzajem shodné. Strana AB je dlouha 22 cm a kruznice opsané trojuhelniku AFD ma
polomér 10 cm.

Urcete délku strany BC. (L. Rizickovd)

Napovéda. Kde lezi stfed kruznice opsané trojuhelniku AF D?

Mozné reseni. Bod FE je stejné daleko od bodi A a D, bod F je stejné daleko od bodu
B a C atsecky AD a BC jsou protéjsimi stranami obdélniku. Proto body E a F' lezi na
spolecné ose usecek AD a BC. Bod E ma stejnou vzdalenost od vsech vrcholti trojuhel-
niku AF D, proto je stfedem jemu opsané kruZnice. Znazornéni bodiu ze zadani vypada
nasledovné (body P a R jsou pruseciky osy EF se stranami AD a BC), tj. stiedy téchto
stran):
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Trojuhelniky APE, DPE, BRF a CRF jsou navzajem shodné pravouhlé trojihelni-
ky, jejichz jedna odvésna je polovinou hledané strany obdélniku a velikosti zbylych dvou
stran umime odvodit ze zadani. Napt. v trojuhelniku APFE mé prepona AF velikost 10 cm
a odvésna PFE ma4 velikost (22 — 10) : 2 = 6 cm. Podle Pythagorovy véty plati

|PA]* + 6% = 107,
tedy |PA|? = 64 a |PA| = 8cm. Délka strany BC' je 16 cm.
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Poznamka. Na uvedeném obrazku mlcky naznacujeme, Ze strana AB je delsi nez BC.
To je sice potvrzeno nasledujicim vypoctem, ale Ize si toho vS§imnout pfimo: Piepona AFE
v pravouhlém trojuhelniku APFE je delsi nez odvésna PA, coz je polovina strany BC.
Pokud by strana BC' byla delsi nez strana AB, byla by tusecka AE také delsi nez polovina
strany AB. Z piedchoziho vSak vime, ze |[AE| = 10cm a 3| AB| = 11 cm, takZe tato situace
nastat nemtze.

Z9-1-6
Na pfimce predstavujici ¢iselnou osu uvazte navzajem rizné body odpovidajici ¢islim
a, 2a, 3a + 1 ve vSech moznych poradich. U kazdé moznosti rozhodnéte, zda je takové

usporadani mozné. Pokud ano, uvedte konkrétni priklad, pokud ne, zdtivodnéte proc.
(M. Petrovad)

- +

Napovéda. Co muzZete Fict o usporadani trojice ¢isel a, 2a, 3a?

Mozné reseni. Pred vlastnim rozborem moznosti si v§Simneme nékolika uzite¢nych fakta.
Protoze ¢isla maji byt navzajem rizna, musi byt a # 0. Vzdalenosti mezi sousednimi
Cisly ve ¢tvetici 0, a, 2a, 3a jsou stejné, a to |a|, pfitom usporadani této ¢tvefice zavisi na
znaménku a: ¢islo a je kladné, praveé kdyz plati

0<a<2a<3a, (1)
¢islo a je zaporné, pravé kdyz plati
3a < 2a<a<0. (2)
Bez ohledu na znaménko a dale plati
3a < 3a+1. (3)

Vsechna mozna usporadani tii navzajem rtznych cisel jsou tato:
) a <2a<3a+1,
) a<3a+1<2a,
) 3a+1<a<2a,
) 3a+1<2a<a,
) 2a < 3a+1<a,
f) 2a <a < 3a+1.

Pro kladné a podle podminek (1) a (3) plati a < 2a < 3a+1, coz odpovida moznosti a)
a soucasné vylucuje moznosti b) a c¢). Obecny vztah mezi trojici ¢isel vyhovujici moznosti a)
a jejim ukotvenim na ¢iselné ose (tj. ¢isly 0 a 1) je schematicky zndzornén na néasledujicim
obrazku. Konkrétni ptiklad usporadani a) je ddn dosazenim napi. a = %, tedy % < % < 3.

=
=
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Pro zédporné a nemtzeme z podminek (2) a (3) o vztahu 3a + 1 vzhledem k a a 2a Fict
nic blizsitho. Postupné ukazeme, ze kazdy ze zbyvajicich pfipadi je mozny:

Obecné vztahy mezi trojicemi ¢isel vyhovujicich moznostem d), e), resp. f) a ¢isly 0
a 1 jsou schematicky znazornény na nasledujicich obrazcich. Konkrétni priklad usporadani
d) je dan dosazenim napft. a = —2, tedy —5 < —4 < —2.

1 1
1 1 1
3¢ 3a+1 2a a 0 1
|al |al |al
Konkrétni ptiklad usporadani e) je ddn dosazenim napf. a = —%, tedy —% <-1< —%.
1 1
3a 2a 3a+1 a 0 1
|al |al |al
Konkrétni ptiklad usporadani f) je dan dosazenim napf¥. a = —i, tedy —% < —% < ;11
1 1
3a 2a a 0 3a+1 1
|al |al |al

Poznamka. V pfipadech e) a f) mizeme volit trojice bodu pfedstavujicich éisla a, 2a
a 3a + 1 naprosto libovolné; naznacenym zpusobem odvodime umisténi 0 a 1, a tim vlastné
ur¢ime hodnotu a. V pfipadech a) a d) tomu tak neni; napf. pro usporadani d) a bod
3a + 1 zvoleny prilis vlevo od bodu 2a se muze stat, ze 3a vyjde n€ékde mezi, coz by bylo
v rozporu s podminkou (3).

Jina napovéda. Pro jednotliva usporadani odvodte mozné hodnoty a.

Jiné feSeni. VsSechna mozna uspotradéani t¥i navzajem ruznych ¢isel jsou uvedena v se-
znamu a) az f) v pfedchozim FeSeni. Resenim nerovnosti v jednotlivych piipadech zjistu-
jeme, ze piipad

a) je splnén pro libovolné a > 0,

b) neni splnén pro zadné a,
c) neni splnén pro zadné a,
d) je splnén pro libovolné a < —1,
e) je splnén pro libovolné —1 < a < —%,

f) je splnén pro libovolné —% <a<0.

Pro pfiklad uvadime podrobnosti k pfipadu b): odpovidajici nerovnosti jsou splnény,
praveé kdyz plati
a<3da+1l a 3a+1<2a,
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coz je ekvivalentni s dvojici nerovnosti

1
—=-< < -1
5 a a a

Tyto dvé podminky soucasné nespliiuje zadné realné ¢islo, proto ptipad b) nastat nemutize.
Diskuse v ostatni pripadech je obdobna. Ve vsech pfipadech, které maji feseni, staci
pro konkrétni odpovéd zvolit libovolné a s vymezeného intervalu.

32



