68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1
Ferda a David se denné potkavaji ve vytahu. Jednou rano zjistili, ze kdyz vynasobi své
soucasné veky, dostanou 238. Kdyby totéz provedli za ¢tyti roky, byl by tento soucin 378.
Uréete soucet soucasnych véki Ferdy a Davida. (M. Petrovad)

Napovéda. Muze byt Ferdovi (¢i Davidovi) 8, 15 nebo 47 let?

Mo#né feseni. Cislo 238 Ize rozlozit na soucin dvou é&isel nasledujicimi zpiisoby:
238=1-238=2-119=7-34=14-17.

Mezi témito dvojicemi jsou soucasné véky Ferdy a Davida. Po pric¢teni 4 ke kazdému z nich
mame dostat soucin 378. Proberme vSechny moznosti:

(1+4)-(238+4) = 1210,
(2+4)-(119+4) = 738,
(7T+4)-(34+4) =418,
(144 4)-(17+4) = 378.
Jedind vyhovujici moznost je ta posledni — jednomu z chlapci je 14 let, druhému 17.
Soucet soucasnych véku Ferdy a Davida je 31 let.

Poznamka. Alternativné Ize vyhovujici dvojici nalézt pomoci rozkladu 378, které jsou:
378 =1-3718=2-189=3-126=6-63=7-54=9-42=14-27= 18- 21.

Jediné dvojice v rozkladech 238 a 378, v nichz jsou oba cinitelé druhého rozkladu o 4 vetsi
nez u prvniho, jsou 14 a 17, resp. 18 a 21.

Extrémni hodnoty v uvedenych rozkladech lze vyloucit jako nerealné. Pokud fesitel
s odkazem na tuto skutecnost neprobere vSechny moznosti, povazujte jeho postup za sprav-

ny.
Jiné reseni. Pokud soucasny vék Ferdy oznac¢ime f a soucasny vék Davida oznacime d,
potom informace ze zadani znamenaji

f-d=238 a (f+4)-(d+4)=378.
Po roznasobeni levé strany v druhé podmince a dosazenim prvni podminky dostavame:

238 + 4f + 4d + 16 = 378,
A(f +d) =124,
f+d=31

Soucet soucasnych vekt Ferdy a Davida je 31 let.
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Z8-1-2

Do tridy pribyl novy zék, o kterém se védélo, ze kromé anglictiny umi vyborné jesté
jeden cizi jazyk. TTi spoluzaci se dohadovali, ktery jazyk to je.

Prvni soudil: , Francouzstina to neni.“

Druhy hadal: ,Je to Spanélstina nebo némcina.

Tteti usuzoval: ,,Je to Spanélstina.”

Zahy se dozvédéli, ze alespon jeden z nich hadal spravné a alespon jeden nespravné.

Urcete, ktery ze jmenovanych jazykt novy zak ovladal. (M. Volfova)

Napovéda. Zabyvejte se kazdym jazykem zvIast.

Mozné feseni. Kdyby onim jazykem, ktery novy zak ovladal, byla francouzstina, potom
by vsichni tii spoluzaci hadali nespravné.
Kdyby onim jazykem byla Spanélstina, potom by vsichni tfi spoluzaci hadali spravné.
Kdyby onim jazykem byla némcina, potom by prvni dva spoluzéici hadali spravné
a treti nespravné. Toto je jediny pripad, kdy aspon jeden spoluzak hadé spravné a aspon
jeden nespravné. Novy zak proto ovlada némcinu.

Z8-1-3

Petr narysoval pravidelny Sestitithelnik, jehoz vrcholy lezely na kruznici délky 16 cm.
Potom z kazdého vrcholu tohoto Sestitthelniku narysoval kruznici, ktera prochazela dvéma
sousednimi vrcholy. Vznikl tak atvar jako na nésledujicim obrazku.

Urcete obvod vyznaceného kvitku. (E. Novotnad)

Napovéda. Hledejte (a zdivodnéte) navzajem shodné ¢asti obrazku.
Mozné fesSeni. VsSechny kruznice na predchozim obrazku jsou navzajem shodné. Proto
také vyznacené tsecky na nasledujicim obrazku jsou navzdjem shodné a stejné tak jim

odpovidajici oblouky.
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Dva oblouky tvotici okraj kazdého lupene maji dvojnasobnou délku jako ptislusny
oblouk ptivodni kruznice, nad kterym byl vytvoren. Obvod kvitku je proto dvojnasobkem
délky ptivodni kruznice, tj. 32 cm.

Z8-1-4

Na ¢tyrech kartickach byly ¢tyfi riizné cislice, z nichz jedna byla nula. Vojta z karticek
slozil co nejvétsi ¢tyFmistné ¢islo, Martin pak co nejmensi ¢tyrmistné ¢islo. Adam zapsal
na tabuli rozdil Vojtova a Martinova cisla.

Potom Vojta z karticek slozil co nejvétsi trojmistné cislo a Martin co nejmensi
trojmistné ¢islo. Adam opét zapsal na tabuli rozdil Vojtova a Martinova ¢isla. Pak Vojta
s Martinem obdobné slozili dvojmistna ¢isla a Adam zapsal na tabuli jejich rozdil. Nakonec
Vojta vybral co nejvétsi jednomistné ¢islo a Martin co nejmensi nenulové jednomistné ¢islo
a Adam zapsal jejich rozdil.

Kdyz Adam secetl vSechny ctyfi rozdily na tabuli, vyslo mu 9090. Urcete ctyfi cislice
na kartickach. (L. Ruzickovad)
Napovéda. Vyjadrete vysledek obecné pomoci neznamych ¢islic na kartickach.

Mozné resSeni. Oznac¢me tii nenulové ¢islice na kartickach a, b, ¢ a predpoklddejme, Ze
plati a < b < ¢. Vojtova éisla postupné byla cba0, cba, cb a ¢, Martinova é&isla byla a0bc, a0b,
a0 a a. Adamtiv soucet rozdilti dvojic téchto ¢isel Ize v rozvinutém tvaru, po tprave, vyjadiit

jako 1110c + 1006 — 1100a. Podle zadani je tento soucet roven 9090, coz je ekvivalentni

rovnici
111c + 10b — 110a = 909, (1)

kde 0 < a < b < ¢ < 10. Protoze na misté jednotek prispiva pouze prvni s¢itanec, musi
byt ¢ = 9. Po dosazeni a tpravé dostavame

1la — b =9,

kde 0 < a < b < 9. Jedinym FeSenim této tlohy je dvojice a = 1 a b = 2. (Kdyby a = 2,
muselo by byt b = 13, coZ neni mozné.)
Na kartickach byly ¢islice 0, 1, 2 a 9.

Poznamka. Kdybychom se u Adamova souc¢tu soustfedili na hodnoty na misté jednotek,
desitek atd., dostaneme misto rovnice (1) ekvivalentni rovnici

100(c — a) + 10(b + ¢ — a) + ¢ = 9009.
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Odtud plyne, ze c =9 a ddle budb+c—a=0,c—a=9,nebob+c—a=10,¢c—a = 8.
Protoze a a c jsou rtizna nenulova cisla, je rozdil ¢ — a rlizny od c. Proto musi nastat druha
moznost a postupnym dosazovanim ur¢ime a =1 a b = 2.

7Z8-1-5
Kral dal zedniku Véaclavovi za kol postavit zed silnou 25 cm, dlouhou 50 m a vysokou
2m. Pokud by Vaclav pracoval bez prestavky a stejnym tempem, postavil by zed za 26
hodin. Podle platnych kralovskych natizeni vSak musi Vaclav dodrzovat nasledujici pod-
minky:
e Béhem préace musi udélat pravé sest pulhodinovych prestavek.
e Na zacatku prace a po kazdé piilhodinové prestavce, kdy je dostatecné odpocaty, mtze
pracovat o ¢tvrtinu rychleji nez norméalnim tempem, ale ne déle nez jednu hodinu.
e Mezi prestavkami musi pracovat nejméné 3/4 hodiny.

Za jakou nejkratsi dobu mize Vaclav splnit zadany tkol? (J. Norek)
Napovéda. Miuze Vaclav rozvrhnout prestavky tak, aby plné vyuzil své odpocatosti?

MozZné feseni. Vaclav musi udélat pravé Sest ptlhodinovych prestavek. Tim ztrati
6 - 1/2 = 3 hodiny. Pfestavky mize rozvrhnout tak, Ze na zac¢atku préce a po kazdé pre-
stdvce muze pracovat celou hodinu zvySenym tempem (napf. pii rovhomérném rozdéleni).
Tim ziska 7 -1/4 hodin, tj. 1 hodinu a 45 minut.

Bez prestavek norméalnim tempem by Véaclav pracoval 26 hodin. Se vSemi povinnymi
prestavkami a vSemi dovolenymi zvySenimi tempa by Véclav pracoval 26 + 3 — 7/4 hodin,
tj. 27 hodin a 15 minut. To je nejkratsi doba, za kterou mtize sviij tikol splnit.

7Z8-1-6

V lichobézniku K LM N mé zékladna K L velikost 40 cm a zdkladna M N ma velikost
16 cm. Bod P lezi na tisecce KL tak, ze tisecka N P rozdéluje lichobéznik na dvé ¢asti se
stejnymi obsahy.

Urcete velikost usecky K P. (L. Hozova)

Napovéda. Pozménte utvary tak, aby se vam snéze porovnavaly jejich obsahy.

Mozné ieSeni. Usecka NP rozdéluje lichobéznik KLMN na trojihelnik K PN a li-
chobéznik PLMN. Lichobéznik KLMN ma stejny obsah jako trojuhelnik KON, kde

bod O na pfimce KL je obrazem bodu N vzhledem ke stiedové soumérnosti podle stredu
usecky LM. Obdobné, lichobéznik PLM N mé stejny obsah jako trojuhelnik PON.

N M
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Usecka NP rozdéluje lichobéznik K LM N na dvé ¢asti se stejnym obsahem, pravé
kdyz P je stfedem usecky KO. Vzhledem k tomu, ze |KO| = |KL|+|LO| a |LO| = |M N|,
plati

40 + 16
KP| =220 2

28 (cm).

Poznamka. V uvodni ¢asti predchoziho feSeni je naznaceno odvozeni zndmého vzorce
S = 1(a + ¢)v pro obsah lichobé&zniku se zékladnami a a ¢ a vyskou v. Dosazenim lze
pozadavek ze zadani vyjadrit pomoci rovnice

r-v (40416 —x)v

2 2 ’

kde x = | K P|.
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