69. ROONIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/20)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Babicka rekla vnoucattim: ,Dnes mam 60 rokd a 50 mésicti a 40 tydnt a 30 dni.“
Kolikaté narozeniny méla babicka naposledy? (L. Hozova)

Napovéda. Kolik celych let je 50 mésictu?

Mozné fesSeni. 50 mésict jsou ¢tyfi roky a 2 mésice. Tedy babicka méla alespon 64 rok.
Zbylé 2 meésice, 40 tydnti a 30 dnt predstavuji zhruba jeden dalsi rok. Potfebujeme presné
zjistit, zda je to vice ¢i méné, proto uvedené udaje prepocitame na dny.

2 mésice mohou mit 59 dnti (leden a tnor, pfip. inor a bfezen v nepfestupném roce),
60 dnt (leden a tnor, pfip. tnor a bfezen v prestupném roce), 61 dni (skoro vSechny
ostatni dvojice mésicii), nebo 62 dnt (¢ervenec a srpen, piip. prosinec a leden). 40 tydni
a 30 dni je 40 - 7+ 30 = 310 dnd.

Celkem tedy 2 mésice, 40 tydni a 30 dnt predstavuji nejméné 369 a nejvice 372 dnd.
To je vzdy vice nez rok (a méné nez dva). Babicka méla naposledy 65. narozeniny.

76-1-2
Na obrazku je trojuhelnikova sif a v ni ¢tyfi mnohothelniky. Obvody mnohothelnikt

A, B a D jsou po fadé 56 cm, 34 cm a 42 cm.
Urcete obvod trojuhelniku C. (K. Pazourek)

NNV EVAND VA VAE
IONINCINN SOONN

Napovéda. Jaka je délka jedné vodorovné tusecky trojuhelnikové sité?

Mozné feseni. Obvody mnohothelniki A a B se lisi o dvé vodorovné tsecky, coz odpovida
56 — 34 = 22 (cm). Jedna vodorovna usecka je tedy 11 cm dlouha.

Obvod mnohothelniku D je tvofen dvéma vodorovnymi tseckami (—) a ¢tyfmi zpétné
Sikmymi useckami (\), coz dava dohromady 42 cm. Tyto ¢tyfi zpétné Sikmé tsecky maji
v souctu 42 — 22 = 20 (cm), tedy jedna je 5cm dlouha.

Obvod mnohothelniku B je tvofen jednou vodorovnou (—), tfemi zpétné sikmymi ()
a jednou sikmou (/) tseckou, coZ je 34 cm. Jedna Sikmé usecka je proto dlouha 34 — 11 —
—3.5=28(cm).

Obvod trojahelniku C' je roven 11 + 5+ 8 = 24 (cm).



76-1-3
Na pisemce bylo 25 tloh trojiho druhu: lehké po 2 bodech, stredné tézké po 3 bodech
a tézké po 5 bodech. Spravné vyfesené tlohy byly hodnoceny uvedenym poctem bodu
podle stupné obtiznosti, jinak 0. Nejlepsi mozné celkové hodnoceni pisemky bylo 84 bod1.
Petr spravné vyresil vSsechny lehké tilohy, polovinu stfedné tézkych a tfetinu tézkych.
Kolik bodt ziskal Petr za svoji pisemku? (A. Bohinikovad)

Napovéda. Mohly byt v testu pravé ¢tyri tézké ulohy?

MozZné fesSeni. Ze zadani vyplyva, Ze v pisemce byl sudy pocet stfedné tézkych tloh
a pocet tézkych tloh byl nasobkem tfi. Budeme postupné uvazovat mozné pocty tézkych
uloh a diskutovat dusledky:

e Pokud by tézké tlohy byly 3, potom by stfedné tézkych a lehkych tloh bylo dohromady
25 — 3 = 22 a jejich nejlepsi mozné hodnoceni by bylo 84 — 3 - 5 = 69 bodt. To vsak
neni mozné, protoze sttedné tézkych tloh byl sudy pocet a lehké alohy byly hodnoceny
po 2 bodech, aviak 69 neni sudé ¢islo. (Jinym divodem muzZe byt, Ze ani 22 stiedné
tézkych tloh by nedalo 69 bodi.)

e Pokud by tézkych tuloh bylo 6, potom by stfedné tézkych a lehkych tiloh bylo dohro-
mady 25—6 = 19 a jejich nejlepsi mozné hodnoceni by bylo 84 —6-5 = 54 bodi. Kdyby
stredné tézké i lehké tlohy byly hodnoceny stejné po 2 bodech, potom by téchto 19 tiloh
bylo hodnoceno 2 -19 = 38 body, coz je o 16 méné nez 54. Protoze rozdil v hodnoceni
stredné tézkych a lehkych tloh je pravé jeden bod, odpovida predchozi rozdil 16 prave
poctu stredné tézkych uloh. Lehkych tuloh by potom bylo 19 — 16 = 3. V takovém
pripadé by Petr spravné vyftesil 3 lehké dlohy, 8 stfedné tézkych a 2 tézké. Za takovou
pisemku by ziskal

3-2+8-34+2-5=40 bodu.

e Pokud by tézkych tloh bylo 9, potom by stfedné tézkych a lehkych tloh bylo dohro-
mady 25 — 9 = 16 a jejich nejlepsi mozné hodnoceni by bylo 84 — 9 -5 = 39 bodu. To
vsak neni mozné ze stejného diivodu jako v prvnim diskutovaném pripadé.

e Pokud by tézkych tloh bylo 12, potom by stfedné tézkych a lehkych tloh bylo dohro-
mady 25 — 12 = 13 a jejich nejlepsi mozné hodnoceni by bylo 84 — 12 . 5 = 24 bod.
To vSak neni mozné, nebot uz 13 lehkych tloh odpovida 26 bodim, coz je vic nez 24.

e Dale neni nutné pokracovat, protoze pravé pozorovany rozdil v hodnoceni by se jenom
zvéetsoval.

Vychézi jedind moznost, a to, ze Petr ziskal 40 bodi.

Poznamka. Kterykoli argument v predchozi diskusi lze nahradit systematickym zkou-
Senim a ovéfovanim podminek ze zadani. Uplné diskuse v tomto duchu je velmi pracna,
nemuze byt v této kategorii vyzadovana, ale méla by byt uspokojivé naznacena. Pti hod-
noceni ulohy tento pozadavek zohlednéte.



76-1-4

Jednou si kral zavolal vSechna sva pazata a postavil je do fady. Prvnimu pazeti dal
urcity pocet dukati, druhému dal o dva dukaty méné, tretimu opét o dva dukaty méné a tak
dale. Kdyz dosel k poslednimu pazeti, dal mu ptislusny pocet dukati, otocil se a obdobnym
zpusobem postupoval na zac¢atek fady (tj. predposlednimu péazeti dal o dva dukity méné
nez ptred chvili poslednimu atd.). Na prvni paze v tomto kole vysly dva dukaty. Poté jedno
z pazat zjistilo, ze ma 32 dukatt.

Kolik mohl mit kral pazat a kolik celkem jim mohl rozdat dukatid? Urcete vSechny
moznosti. (K. Pazourek)

Napovéda. Kolikrat které paze dostavalo dukaty?

Mozné resSeni. Posledni paze dostavalo dukéaty pouze jednou, kdezto ostatni pazata dva-
krat.
Pritom predposledni paze dostalo dvojnasobek toho, co posledni: nejprve o 2 dukaty
vice nez posledni, poté o 2 dukaty méné.
Vsichni kromé posledniho pazete dostali stejné: nejprve dostal kazdy o 2 dukaty vice
nez nasledujici soused v radé, poté o 2 dukaty méné nez tyz soused.
Navic pocet dukatt posledniho pazete byl dvojnasobkem poctu pazat: kral postupné
snizoval prispévek o 2 dukaty a ve druhém kole dostalo prvni paze 2 dukaty.
Jsou tedy dvé moznosti:
e 32 dukatd meélo posledni paze. Tedy pazat bylo 16 a kazdé z 15 ostatnich pazat mélo
64 dukatu. Kral celkem rozdal 15 - 64 + 32 = 992 dukata.
e 32 dukatti meéla vSechna péazata kromé posledniho. Tedy posledni mélo 16 dukatt
a pazat bylo 8. Kral celkem rozdal 7 - 32 4+ 16 = 240 dukatt.

Kral mohl mit 16 pazat a rozdat 992 dukatt, nebo 8 pazat a 240 dukat.

Z6-1-5

Utvar na obréazku vznikl tak, ze z velkého kiize byl vystiizen maly kiiz. Kazdy z téchto
kiizh muze byt slozen z péti shodnych ¢tverci, pricemz strany malych ¢tvercii jsou polovicni
vzhledem ke strandm velkych ¢étvercii. Obsah $edého titvaru na obrazku je 45 cm?.

Jaky je obsah velkého kiize? (L. Ruzickovd)

Napovéda. Kolikrat se vejde maly ¢tverec do velkého?

8



MozZné feseni. Délka strany velkého ¢tverce je dvojnasobkem délky strany malého ¢tver-
ce, proto je obsah velkého ¢tverce ¢tyrnasobkem obsahu malého ¢tverce, viz obrazek. Pokud
z velkého ctverce odstranime maly Ctverec, zbyly itvar ma obsah % velkého ctverce. Tedy
velky ¢tverec ma obsah % zbylého utvaru.

Utvar v zadani tlohy vznikl odebranim péti maljch étvercti od péti velkjch ¢tverci
(pFi¢emz presné umisténi ¢tvercit neni pro uréovani obsahit podstatné). Vztahy mezi jejich
obsahy jsou tudiz stejné jako ve vyse diskutovaném pripadé. Obsah velkého kfize je roven

4
345 =60 (cm?).

Poznamka. Pokud S znaci obsah malého ¢tverce, potom obsah malého kiize je 55, obsah
velkého Gtverce je 45 a velkého kiize je 20S. Obsah vystfizeného utvaru je (20 — 5)S =
= 155 = 45cm?, tedy S = 3cm? a obsah velkého kifZe je 20 - 3 = 60 (cm?).

76-1-6

Majka zkoumala vicemistna ¢isla, ve kterych se pravidelné sttidaji liché a sudé cislice.
Ta, ktera zacinaji lichou ¢islici, nazvala komicka a ta, kterd zacinaji sudou ¢islici, nazvala
vesela. (Napt. ¢islo 32387 je komické, ¢islo 4529 je veselé.)

Mezi trojmistnymi ¢isly urcete, zda je vic komickych nebo veselych, a o kolik.
(M. Dillingerovad)

Napovéda. Kolik je trojcifernych komickych ¢isel zacinajicich 127 A kolik jich zacina
jednickou?

Mozné FesSeni. Jak lichych, tak sudych cislic je pét. U komickych ¢isel miize na prvnim
misté byt kterakoli z lichych ¢islic 1, 3, 5, 7, 9. Pro kazdou z téchto péti moznosti, miize
na druhém misté byt kterakoli ze sudych ¢islic 0, 2, 4, 6, 8, coz dava 5 - 5 = 25 moznosti.
Pro kazdou z téchto 25 moznosti, miize na tfetim misté byt kteradkoli z lichych ¢islic, coz
dava 25 -5 = 125 moznosti. Trojmistnych komickych c¢isel je 125.

Pocitani trojmistnych veselych cisel je obdobné, jenom na prvnim misté nemiize byt
0. Trojmistnych veselych ¢isel tedy je 4 -5 -5 = 100.

Trojmistnych komickych cisel je o 25 vic nez veselych.



