70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Kralici Pe¢inka, Fasirka, Rizek a Gulas soutézili ve skoku do déalky. Peéinka sko¢ila
o 15cm dal nez Fasirka, ktera skocila o 2dm méné nez Gulds. Rizek skoéil 2 730 mm,
tedy o 1m a 1dm dal nez Pecinka.

Urcete poradi a délky skokt vsech kraliki. (S. Bednarova)
Napovéda. Kam doskocdila Pec¢inka?

Mozné feseni. Piimo ze zadani zname délku skoku Rizka, a to 2 730 mm. Skoky ostat-
nich kraliki odtud dopocitame, pricemz vse jednotné prevadime na milimetry:

e Pecinka skodila o 1100 mm méné nez Rizek, tj. skoéila 1630 mm,
e Fagirka skocila o 150 mm méné nez Pecinka, tj. skocila 1480 mm,

e Gulas skocil o 200 mm dal nez Fasirka, tj. skocil 1680 mm.

Kralici si v soutézi vyskakali nasledujici poradi:
1. Rizek, 2. Gulas, 3. Pe¢inka, 4. Fasirka.

Z6-1-2

Vzal jsem klasickou ¢ernobilou Sachovnici, ktera byla tvofena 8 x 8 ¢tvercovymi
policky se stranami délky 3 cm. Policka jsem v daném ramci preskladal tak, ze vznikl
jeden cerny obdélnik, jeden ¢erny ¢tverec a jeden souvisly bily ttvar. Jednotliva policka
se i po pieskladani dotykala celymi stranami. Cerné ttvary se nedotykaly (ani rohem)
a kazdy z nich mél alespon jednu stranu spolecnou s okrajem Sachovnice.

Urcete nejvétsi mozny obvod bilého utvaru a nakreslete, jak by v takovém pripadé
mohl vypadat. (M. Mach)

Napovéda. Jaké rozméry mohl mit ctverec?

MozZné FeSeni. Sachovnice mé celkem 32 ¢ernych (a 32 biljch) policek, coz musi byt
soucet poli¢ek nové vzniklych éernych ttvart. Cerny &tverec tedy miize mit rozméry
nejvyse 5 x 5 policek. Postupné probereme vSechny moznosti podle velikosti ¢erného
¢tverce, urcime, kolik policek zbyva na cerny obdélnik a jaké by mohl mit rozméry,
a nakonec rozhodneme, zda je mozné takové itvary umistit podle uvedenych pozadavki:
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¢tverec na obdélnik zbyva lze umistit
1x1 1 x 31 NE
2x2 1 x 28 NE

2 x2 2x14 NE
2x2 4x7 ANO
3x3 1x23 NE

4 x4 1x16 NE

4 x4 2x8 ANO

5 x5 1x7 ANO

Vsechny pripady, které nelze uspokojivé umistit, presahuji nékterym svym rozmeé-
rem dany ramec Sachovnice. Ve vyhovujicich pfipadech je mozné ¢erné utvary umistit
napi. takto:

U kazdého pripadu lze umisténi alespon jednoho z cernych utvari pozménovat,
aniz by doslo k poruseni nékterého z pozadavki. Pii takovych zménach obvod bilého
utvaru bud zstéava stejny, nebo se zmensi (pokud se néktery z ¢ernych ttvart posune
do rohu Sachovnice).

Obvod bilého utvaru ve vyse uvedenych pripadech sestava z 50, 36, resp. 56 stran
policek. Nejvétsi je tedy ve tfetim piipadé a ¢ini 56 - 3 = 168 (cm).

76-1-3
Maminka dala do misy 56 jahod a 39 malin a zanesla je Emé, ktera si cetla. Ema
si ¢teni zprijemnila mlsanim, a to tak, Ze si postupné brala po dvou nahodnych kusech
ovoce:
o Kdyz vytadhla dvé maliny, vyménila je u maminky za jednu jahodu a tu vratila do
misy.
e Kdyz vytahla dvé jahody, jednu snédla a druhou vratila do misy.
e Kdyz vytahla jednu jahodu a jednu malinu, snédla jahodu a malinu vratila do misy.

Takto néjakou chvili mlsala, az v mise ztstal jediny kus ovoce. Rozhodnéte (a vy-
svétlete), jestli to byla jahoda, nebo malina. (L. Hozova)
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Napovéda. Ji Ema vSechno ovoce z misy, nebo je vybirava?

Mozné resSeni. Ema se pii mlsani disledné vyhybala malindm: pokud v jejim vybéru
byla jedna malina, vracela ji zpé€t do misy, pokud vytahla dvé maliny, vyménila je za
jahodu. Pocet malin v mise se tak snizoval vyhradné po dvou.

Protoze na zacatku byl v mise lichy pocet malin, ztustaval lichy také po kazdé
transakci. Tedy poslednim kusem ovoce v mise byla malina.

Poznamka. Na rozdil od malin se poéty jahod v mise ménily po jedné (a mohly se jak
snizovat, tak zvySovat). Parita ptivodniho poc¢tu jahod nemé na feSeni tlohy vliv.

Z6-1-4
Ctirad naprogramoval dva spolupracujici rysovaci roboty Mikyho a Nikyho. Miky
umi sestrojovat ¢tverce, pravidelné pétithelniky a pravidelné Sestitthelniky. Béhem jed-
noho dne vsak rysuje pouze navzajem shodné mnohotihelniky. Niky do vSech Mikyho
mnohothelnik® doplnuje vsechny thlopricky.
1. V pondéli sestrojil Miky stejny pocet tsecek jako Niky. Které mnohothelniky ry-
sovali?
2. V utery sestrojil Miky 18 tsecek. Kolik jich sestrojil Niky?
3. Ve stiedu sestrojili Miky a Niky dohromady 70 tsecek. Kolik mnohothelniki jim
dal Ctirad rysovat?

(M. Petrova)

Napovéda. Kolik usecek sestroji Miky a Niky u ¢tverce, pétithelniku, resp. Sestitthel-
niku?

Mozné Feseni. Ctverec ma dvé tihlopiicky, pétitthelnik pét a Sestitthelnik devét:

NN

1. Stejny pocet stran a thlopricek méa jediné pétithelnik. V pondéli roboti rysovali
pétithelniky.

2. Miky sestrojil 18 stran, tedy nesestrojoval ani ¢tverce, ani pétitithelniky (18 neni
délitelné ani 4, ani 5), sestrojil t¥i Sestitthelniky (18 : 6 = 3). Ve tfech Sestitthelnicich
je 27 uhlopricek (3 -9 = 27). V tutery Niky sestrojil 27 tsecek.

3. Celkovy pocet tsecek u jednoho ctverce je 6, u jednoho pétitthelniku 10 a u jednoho
Sestitthelniku 15. Miky a Niky sestrojili dohromady 70 tsecek, tedy nesestrojovali
ani ¢tverce, ani Sestitthelniky (70 neni délitelné ani 6, ani 15), sestrojili 7 pétitithel-
nika (70 : 10 = 7). Ve stfedu dostali za kol narysovat 7 pétithelnik.



Z6-1-5
Petra vepisovala do krouzku ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 tak, ze kazdé bylo pouzito
pravé jednou a ze soucet cisel na kazdé strané trojuhelniku byl stejny.

Jaky nejvétsi soucet mohla takto dostat? Uvedte piiklad mozného vyplnéni.
(A. Bohinikova)

()
/

Napovéda. Kam ma Petra vepisovat nejvétsi ¢isla?

Mozné FeSeni. Cisla ve vrcholech trojuhelniku pfispivaji do souétti na dvou stranéch,
zatimco ostatni ¢isla jenom na jedné. Vétsi ¢isla ve vrcholech trojihelniku proto budou
davat vétsi soucty.

Umistime trojici nejvétsich ¢isel do vrcholt trojuhelniku a zkusime doplnit zbyla
¢isla. Uvodni umisténi 1ze provést celkem Sesti zpiisoby, avSak podstatné je pouze ¢&islo
v hlavnim (nejvyssim) vrcholu — pfipadna doplnéni pro prohozena ¢isla ve zbylych
vrcholech jsou po dvojicich osové soumérna. Postupné probereme vsechny moznosti.

e V hlavnim vrcholu 6:

Soucet vepsanych cisel na zakladné trojihelniku je 15, na levém rameni 13, na
pravém rameni 14. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 potfebujeme umistit tak, aby kompenzovala rozdily
mezi stavajicimi soucty na jednotlivych stranach. To je mozné udélat napt. takto:
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Soucet ¢isel na kazdé strané je 19.

e V hlavnim vrcholu 7: Obdobnou tvahou jako v predchozim pripadé dostavame
nasledujici feseni:

Soucet ¢isel na kazdé strané je 19.

e V hlavnim vrcholu &:

Soucet vepsanych ¢isel na zakladné trojuhelniku je 13, na levém rameni 14, na pra-
vém rameni 15. Chybéjici ¢islo na zakladné tedy ma byt o 1 vétsi nez soucet chybéjicich
¢isel na levém rameni a o 2 vétsi nez soucet cisel na pravém rameni. Druhy pozadavek
lze splnit nasledujicim doplnénim, které je jednoznacné az na potradi nové dvojice ¢isel
na pravém rameni:



Na levé rameno tak zbyva dvojice 3 a 4, ktera vSak nevyhovuje prvnimu pozadavku.
V hlavnim vrcholu tedy 8 byt nemuze.

Nejvétsi mozny soucet, ktery lze pozadovanym zptisobem dostat, je 19. Dva pri-
klady mozného vyplnéni jsou vyse.

Poznamka. Soucet danych cisel je 14-2+3+4+546+7+8 = 36. Pfi umisténi ¢isel 6, 7,
8 do vrcholii trojuhelniku vychazi soucet soucti ¢isel na jeho stranach 36+6+7+8 = 57.
Soucet ¢isel na kazdé strané by tak mél byt 57 : 3 = 19. Tento postfeh ndm umoznuje
rychle doplnit chybéjici ¢islo na zakladné trojuhelniku:

e pro 6 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 7 — 8 = 4,
e pro 7 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 6 — 8 = 5,
e pro 8 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 6 — 7 = 6.

V prvnich dvou pripadech se snadno doplni zbyla cisla do prazdnych mist. Ve
tfetim pripadé doplnéni neni mozné, nebot 6 by byla pouzita dvakrat.

Z6-1-6

Anicka a Maruska maji kazda svoje oblibené piirozené ¢islo. Vynasobime-li Anic-
¢ino ¢islo samo se sebou, vyjde nam stokrat vétsi ¢islo, nez kdyz vynasobime Marusc¢ino
¢islo samo se sebou. Secteme-li Ani¢éino a Maruscino oblibené ¢islo, ziskame ¢islo o 18
vétsi, nez je polovina Anic¢¢ina ¢isla.

Urcete Ani¢¢ino a Maruséino oblibené ¢islo. (E. Semerddova)

Napovéda. Kolikrat je Ani¢¢ino ¢islo vétsi nez Maruscino?

MozZné tesSeni. Anicéino ¢islo je desetkrat vétsi nez Maruséino — jediné v tomto
pripadé je soucin Ani¢éina ¢isla se sebou samym roven stonasobku Maruscina dcisla
(10 - 10 = 100). Polovina Anié¢¢ina ¢isla je tedy pétkrat vétsi nez ¢islo Maruséino.
Soucet Anicc¢ina a Maruscina ¢isla je o 18 vétsi nez polovina Ani¢c¢ina ¢isla. Proto
je 18 souc¢tem poloviny Ani¢éina ¢isla s ¢islem Maruséinym. Podle zavéru predchoziho
odstavce je tento soucet roven Sestinasobku Maruscina cisla.
Tedy Maruséino ¢islo je 3 (18 : 6 = 3) a Anicéino ¢islo je 30 (10 - 3 = 30).

Poznamka. Pokud Anic¢ino ¢islo oznacime a a Maruscino ¢islo m, potom lze predchozi
uvahy shrnout nésledovné:

e a-a=100m - m, tedy a = 10m, tedy %a:5m.
e a+m=1a+18, tedy 18 = Ja+m = 6m.
e m=18:6=3 aa=10m = 30.
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Po tvodnim postiehu (a = 10m), je také mozné postupné dosazovat prirozena cisla

za m, vyjadfovat pfislusny rozdil (a +

neni roven 18:

1

m— sa = %a + m) a kontrolovat, zda je nebo
m 1 2 3 4
a 10 20 30 40
sa+m | 6 | 12 | 18 | 24
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