70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Myslim si pétimistné ¢islo, které neni délitelné tfemi ani ¢tyfmi. Pokud kazdou
Cislici zvétsim o jedna, ziskdm pétimistné cislo, které je délitelné tremi. Pokud kazdou
¢islici o jedna zmensim, ziskdm pétimistné ¢islo délitelné ¢tyfmi. Pokud prohodim libo-
volné dvé cislice, ¢islo se zmensi.

Jaké ¢islo si muzu myslet? Najdéte vSechny moznosti. (M. Mach)

Napovéda. Umite predem vyloucit nékteré ¢islice na jednotlivych mistech?

MozZné tesSeni. Vlastnost s prohazovanim ¢islic znamena, Ze kazda ¢islice mysleného
C¢isla je vétsi nez nasledujici, resp. mensi nez predchozi. Vlastnost se zvétSenim a zmen-
Senim ¢islic znamend, Ze nejvetsi Cislice je mensi nez 9 a nejmensi cislice je vétsi nez 0.
Celkem tedy plati, ze

1. cislice je mensi nez 9 a vétsi nez 4,

2. ¢islice je mensi nez 8 a vétsi nez 3,

w

. Cislice je mensi nez 7 a vétsi nez 2,

=~

. Cislice je mensi nez 6 a vétsi nez 1,

ot

. Cislice je mensi nez 5 a vétsi nez 0.

Vlastnost s délitelnosti ¢tyimi znamena, Ze posledni dvojc¢isli zmenseného c¢isla je
délitelné ¢tyimi. To spolu s predchozimi podminkami znamenad, Ze posledni dvojcisli
mysleného c¢isla miize byt nékteré z nasledujicich:

51, 43, 31.

Vlastnost s délitelnosti ttemi znamena, ze soucet ¢islic zvétSeného cisla je délitelny
tfemi, tedy soucet cislic mysleného cisla dava po déleni tremi zbytek jedna. Vsechna
mozné myslitelna ¢isla jsou

87643, 76543, 87631, 86431, 76531, 65431.

Z8-1-2

Na zahradé staly tii bedny s jablky. Celkem bylo jablek vice nez 150, avSak méné
nez 190. Maruska premistila z prvni bedny do dvou dalsich beden jablka tak, ze se jejich
pocet v kazdé z téchto dvou beden oproti predchozimu stavu zdvojnasobil. Obdobnym
zplisobem Marta pfemistila jablka z druhé bedny do prvni a tfeti. Nakonec Sarka
podle stejnych pravidel premistila jablka z tfeti bedny do prvni a druhé. Kdyz prisel
na zahradu Vojta, podivil se, ze v kazdé bedné byl stejny pocet jablek.

Kolik jablek bylo v jednotlivych bednich ptivodné? (L. Hozova)

Napovéda. V které bedné bylo po druhém premisténi nejvic jablek?
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MozZné feseni. Po tfetim pfemisténi byl v kazdé bedné stejny pocet jablek, a ten si
oznacime x. Postupné odzadu doplnime pocty jablek v jednotlivych bednéch:

1. bedna 2. bedna 3. bedna
po 3. premisténi x x T
SV 1 1
po 2. premisténi 5T 5T 2x
5 soixo s 1 7
po 1. premisténi 7T e T
o X 13 7 1
puvodné 5 X g 5T

Pocty jablek po kazdém premisténi v kazdé bedné byly celociselné. Tedy = musi
byt nasobkem osmi a 3z (soucet jablek ve vSech bednéch) musi byt ndsobkem 24.
Mezi ¢isly 151 az 189 je jediny nasobek ¢isla 24, a to 168. Tedy = = 168 : 3 = 56
a v bednach piivodné byly néasledujici pocty jablek:
B.56=91, I.56=49, 3-56=28.

Poznamka. Pokud bychom uvazovali odptfedu, potom pocty jablek v bednéch 1ze po-
stupné vyjadrit takto:

1. bedna 2. bedna 3. bedna
puvodné a b c
po 1. pfemisténi a—b—c 2b 2c
po 2. premisténi 2a — 2b — 2c —a+3b—c 4c
po 3. premisténi 4a — 4b — 4c —2a + 6b — 2c¢ —a—b+Tc

Rovnost pocth jablek po tretim premisténi vede k soustaveé rovnic, ktera je pro fesitele
v této kategorii problematicka. Nicméné s predpoklady celociselnosti a, b, c a omezenosti
souctu 150 < a + b + ¢ < 190 ma tato soustava jediné reseni uvedené vyse.

Z8-1-3

V trojuhelniku ABC je bod S stfedem vepsané kruznice. Obsah c¢tytuhelniku
ABCS je roven ¢tyfem pétindm obsahu trojuhelniku ABC. Délky stran trojihelniku
ABC vyjadfené v centimetrech jsou vSechny celoc¢iselné a obvod trojihelniku ABC' je

15 cm.
Urcete délky stran trojuhelniku ABC. Najdéte vsechny moznosti.
(E. Semerddovad)

Napovéda. Umite urcit obsah trojuhelniku pomoci jeho obvodu a poloméru kruznice
vepsané?

Mozné reseni. Trojuhelnik ABC' lze rozlozit na trojuhelniky ABS, BCS a ACS.
Vyska kazdého z téchto trojuhelnikd z vrcholu S je shodna s polomérem vepsané kruz-
nice. Poméry jejich obsahti jsou proto stejné jako poméry délek stran proti vrcholu S.
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Obdobné lze porovnavat tyto diléi trojuhelniky s celym trojihelnikem ABC' (jehoz
obsah je roven souc¢inu obvodu a poloméru vepsané kruznice).

N

A ' B

Protoze obsah c¢tyfuhelniku ABCS je roven ¢tyfem pétinam obsahu trojihelniku
ABC, zbyva na trojahelnik AC'S jedna pétina obsahu trojuhelniku ABC'. Tedy délka
strany AC' je rovna pétiné obvodu trojuhelniku ABC, coz v nasem ptipadé je 15:5 =
= 3 (cm). Soucet délek zbylych dvou stran je proto 12 cm; v Gvahu pfipadaji nasledujici
dvojice délek stran (uvedeno v cm, bez ohledu na poradi):

1,11; 2,10; 3,9; 4,8, 5,7; 6,6.

Aby uvazované usecky tvorily strany trojuhelniku, musi byt splnény trojihelnikové
nerovnosti. Témto pozadavkiim vyhovuji pouze nasledujici trojice — mozné délky stran
trojihelniku ABC v cm:

3,5,7, 3,6,6.

Z8-1-4

Jitka byla na brigddé s neménnou denni mzdou. Za tii dny si vydélala tolik penéz,
ze si koupila stolni hru a jesté ji 490 K¢ zbylo. Kdyby stravila na brigddé pét dni, mohla
by si koupit dvé takové stolni hry a jesté by ji zbylo 540 K¢.

Kolik korun stala stolni hra? (K. Pazourek)

Napovéda. Pidte se nejprve po Jitéiné denni mzdé.

MozZné reseni. Za tiidenni vyplatu si Jitka koupila jednu hru a zbylo ji 490 K¢, tedy
za Sestidenni vyplatu by si mohla koupit dvé hry a zbylo by ji 980 K¢. Pfitom za pét
dni by vydélala také na dvé hry, ale zbylo by ji jen 540 K¢. Jit¢ina denni mzda proto
byla 440 K¢ (980 — 540 = 440).

7 prvniho udaje dopocitame cenu jedné hry: 3 - 440 — 490 = 830 K¢.

Poznamka. Pokud denni vyplatu oznac¢ime v a cenu hry h, potom lze predchozi tvahy
shrnout nasledovne:

e 3v = h -+ 490, tedy 6v = 2h + 980,
o 5v = 2h + 540, tedy v = 980 — 540 = 440,
o 1 =3v—490 = 3 - 440 — 490 = 830.
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Z8-1-5

Pan Stribrny uspotfadal vystavu. Vystavoval 120 prsteni, které lezely na stolech
podél stén salu a tvorily tak jednu velkou kruznici. Prohlidka zacinala u vchodovych
dvefi v oznaceném sméru. Odtud kazdy tteti prsten v fadé byl zlaty, kazdy ¢tvrty prsten
byl starozitny a kazdy desaty prsten mél diamant. Prsten, ktery nemél zadnou z téchto
t¥i vlastnosti, byl padélek.

Kolik bylo na vystavé zlatych prstenti, které byly starozitné a zaroven mély dia-
mant? Kolik vystavil pan St¥ibrny padélka? (L. Hozova)

Napovéda. Podle jakych pravidel byly rozmistény prsteny s riznymi kombinacemi
tfech zminovanych vlastnosti?

Mozné resSeni. Kazdy 3. prsten byl zlaty, kazdy 4. byl starozitny a kazdy 10. mél
diamant. Tedy

e zlatych prstenii bylo 120 : 3 = 40,

e starozitnych prstend bylo 120 : 4 = 30,

e prstent s diamantem bylo 120 : 10 = 12.

P1i pocitani prstent s vice vlastnostmi nejprve uréime, s jakou pravidelnosti se na
vystavé opakovaly: kazdy 12. prsten byl zlaty a starozitny, kazdy 30. byl zlaty s dia-
mantem a kazdy 20. byl starozitny s diamantem (zde napf. 20 je nejmensim spoleénym
nasobkem ¢isel 4 a 10). Tedy

e zlatych starozitnych prstenti bylo 120 : 12 = 10,
e zlatych prstent s diamantem bylo 120 : 30 = 4,
e starozitnych prsteni s diamantem bylo 120 : 20 = 6.

Daéle kazdy 60. prsten mél vSechny tfi vlastnosti (60 je nejmensim spoleénym né-
sobkem ¢isel 3, 4 a 10), tedy

e zlaté starozitné prsteny s diamantem byly 120 : 60 = 2.

Pii pocitani prstenti s nékterou z uvedenych vlastnosti musime byt obezietni:
10 prstenit bylo zlatych a starozitnych, 2 z nich mély navic diamant, tedy zlatych
starozitnych prstenii bez diamantu bylo 10 — 2 = 8. Obdobné zlatych nestarozitnych
prstenti s diamantem bylo 4 —2 = 2 a nezlatych starozitnych prstenti s diamantem bylo
6—2=4.

Zlatych prsteni s néjakou dodatec¢nou vlastnosti bylo 24+ 8+2 = 12, pritom zlatych
prsteni celkem bylo 40, tedy zlatych nestarozitnych prstent bez diamantu bylo 40—12 =
= 28. Obdobné nezlatych starozitnych prstenti bez diamantu bylo 30 — (2+8+4) = 16
a nezlatych nestarozitnych prstent s diamantem bylo 12 — (2 +2 +4) = 4.

Predchozi pocty a vztahy mtzeme znézornit pomoci Vennova diagramu takto:

zlaté starozitné

A
A
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Prstenti s nékterou ze t¥i sledovanych vlastnosti (tedy prstent, které nebyly pa-
délky) bylo 2 + 8 + 4 + 2 + 28 + 16 + 4 = 64. Padélku proto bylo 120 — 64 = 56.

Poznamka. Pokud zakladni tfi mnoziny prsteni oznacime Z, S a D, potom tvodni
cast predchoziho feseni 1ze shrnout nasledovné:

Z| =40, |S|=30, |D|=12
ZNS| =10, |ZnD|=4, |SND|=6,
ZNSND|=2.

V dalsi ¢asti jsme zjistovali pocet prvki sjednoceni Z U S U D tak, Ze jsme postupné
vyjadfovali poc¢ty prvkit navzdjem disjunktnich* podmnozin (Z N S)\ (Z NS N D),
(ZND)\ (ZNSND) atd., které jsme pak secetli. Stru¢néji 1ze k témuz vysledku dospét
nasledujicim vypoctem:

| ZUSuUD|=|Z|+|S|+|D|—-1ZnS|—-|ZnD|—|SND|+|ZNnSND| =
=404+30+12—-10—4—6+ 2 = 64.

Tomuto vztahu se ptrezdiva princip inkluze a exkluze. K jeho obecnému zdavodnéni
(pFip. dalsimu zobecnéni) staci ovéfit, ze kazdou z disjunktnich ¢asti Vennova diagramu
zapocitavame pravé jednou.

Z8-1-6
Body A, B, C, D a F jsou vrcholy nepravidelné péticipé hvézdy, viz obrazek.
Urcete soucet vyznacenych uhli.

Poznamka: obrazek je pouze ilustrativni. (L. Hozova)
Napovéda. Jaky je soucet vnitinich thla v trojuhelniku?

MozZné FesSeni. Pomoci vyznacenych thlua lze vyjadrit vSsemozné dalsi thly v daném
mnohotuhelniku. Takto zacneme a pokusime se zjistit néco o hledaném souc¢tu. Vyzna-
¢ené uhly a zbylé vrcholy mnohothelniku oznacime nasledovneé:

* Disjunktni mnoziny jsou mnoziny s prazdnym prinikem, tedy mnoziny bez spole¢ného prvku.
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Uhel LK O je vnitfnim tthlem trojahelniku BK D, tedy lze vyjadfit jako 180°—3—4.
Uhel LK A je doplitkovym tihlem k tthlu LK O, resp. vnéjsim tihlem trojuhelniku BK D,
tedy je roven 8 + §. Obdobné tthel KL A je roven v + € atd.

Soucet vnitinich thli v trojuhelniku AK L je pravé hledanym sou¢tem vyznacenych
uhlu:

a+B+v+d+e=180°.

Poznamky. V predchozim feSeni jsme se soustiedili na vyjadfeni thla v cipu hvézdy
s vrcholem A. Tentyz vysledek dostavame v kterémkoli jiném cipu.

Prestoze vyznacené tthly mohou byt velmi rtiznorodé, jejich soucet je vzdy stejny.
To je dtisledkem podobné nesamoziejmého tvrzeni o souctu hlt v trojahelniku. Toto
tvrzeni bude jisté v pozadi jakéhokoli jiného feseni tilohy. Napi. je mozné vyuzit souctu
vnitfnich thli obecného mnohouhelniku: n-thelnik 1ze rozdélit (raznymi zpusoby) na
n — 2 trojuhelniky, tedy soucet jeho vnitinich thla je (n — 2) - 180°.
Jiné resSeni. Soucet vnitfnich thla pétithelniku K LM NO je roven 3 - 180° = 540°.
Obdobneé jako v feseni uvedeném vyse lze vnitini thly u vrchola K, L, M, N, O vyjadrit
po tadé jako

180° -3 —0, 180°—~v—¢, 180°—-90—«, 180°—ec—p3, 180° —a —1.
Celkem tak dostavame

5-180° — 2(a+ B+ 7+ 0 +¢) = 540°,
20+ B+~v+d+¢) =360,
a+B+v+4§+e=180°.
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