70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Slavéna si napsala barevnymi fixy ¢tyfi rtizna prirozena cisla: cervené, modré, zelené
a zluté. Kdyz cervené cislo vydéli modrym, dostane jako neuplny podil zelené cislo
a zluté predstavuje zbytek po tomto déleni. Kdyz vydéli modré cislo zelenym, vyjde ji
déleni beze zbytku a podilem je ¢islo zluté. Slavéna prozradila, ze dvé z jejich ¢tyT cisel
jsou 97 a 101.

Urcete ostatni Slavénina ¢isla a prifadte jednotlivym ¢islim barvy. Najdéte vSechny
moznosti. (M. Petrova)

Napovéda. Které z uvedenych barev nemohou mit ¢isla 97 a 1017
Mozné feseni. Cisla si ozna¢ime poc¢ate¢nimi pismeny podle jejich barvy, tedy ¢, m,
z, Z. Informace o déleni pak mutZeme zapsat takto:

c=m-z+2, m==z-2z.

Protoze c¢isla maji byt navzajem riznéa, z druhé rovnosti plyne, Ze z ani Z neni 1.
To znamena, ze m je Cislo slozené. Dosazenim druhé rovnosti do prvni dostavame

e=2"2+2=(2+1) z

Z predchoziho vime, Ze jak 224 1, tak # nejsou 1, tedy také ¢ je ¢islo slozené. Vzhledem
k tomu, ze obé cisla 97 a 101 jsou prvocisla, nemiize byt zadné z nich ani modré, ani
cervené.

Jedno z ¢isel 97 a 101 je proto zluté a jedno zelené. Zbyla ¢isla dopocitame z Gvod-
nich vztahi:

Z z m c

97 101 9797 989 594

101 97 9797 950410

Poznamka. Ulohu Ize fesit také postupnym zkousenim moznosti: dvojice znamych ¢isel
se dosadi do ivodnich rovnosti a ovéri se existence zbylé dvojice ¢isel. Napt. dosazeni
¢ =101 a m = 97 urcuje z prvni rovnosti z = 1 a Z = 4, coz vSak nevyhovuje rovnosti
druhé. Timto zptisobem by se muselo probrat 12 moznosti.

Jakykoli dodate¢ény postieh mize snizit pocet moznosti k ovéfovani. Napf. (vedle
podminek uvedenych v pfedchozim feSeni) plati, Ze ¢ je vétsi nez kterékoli ze zbylych
Cisel a m je vétsi nez z a Z. Zejména nemuze byt ¢ = 97 a touto moznosti se neni tfeba
zaobirat.

22



79-1-2
Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych ¢isel z a jednomistnych prirozenych
Cisel y, pro kterd plati
x
—+1=2ay.
Y

Zapis na pravé strané rovnosti znaci periodické ¢islo. (K. Pazourek)

Napovéda. Existuje néjaka souvislost mezi desetinnymi rozvoji ¢isel % +1la i?
Mozné feSeni. Aby %—i— 1 bylo periodické ¢islo s jednomistnou periodou, musi byt také
% periodické ¢islo s jednomistnou periodou. Protoze % =x- i,
platit také pro ¢islo i Mezi prirozenymi Cisly 1 az 9 je tato podminka splnéna pouze

ve tfech pripadech, které postupné probereme:

musi tatdz podminka

e Proy =3 je é = 0,3. Tedy diskutovana rovnost je tvaru

coz po upraveé dava x = 1.

e Proy =6 je % =0,16. Tedy 0,6 = 10- £ — 1 = 2 a diskutovana rovnost je tvaru

1
6 3

S P
i =2 =,
6 3

coz tpravé dava = = 2. To ovSem neni celé &islo.

e Proy =9 je % =0,1. Tedy 0,9 =9 - % = 1 a diskutovana rovnost je tvaru

@3]

T
S4l=x41,
9 T

coz po upravé dava x = 0.
Uloha m4 dvé feSeni: x =1,y =3 ax =0,y =9.

Poznamky. Protoze % =0,1, je & = 0,7 a diskutovanou rovnost lze vyjadrit jako

T )
—+1l=24 =
Y 9
Pro kazdé jednomistné prirozené cislo y staci dotesit prislusnou linedrni rovnici a ovérit
nezapornost a celociselnost x. Takto dostaneme dvé feseni uvedend vyse.
Predchozi rovnost je mozné dale upravovat, napt. takto:

9x+9y:9xy+y2
r +y—ay) =y

Pro libovolné celd ¢isla x a y je vyraz na pravé strané délitelny 9. Tedy také ¢islo 2
musi byt délitelné 9, procez ¢islo y musi byt délitelné 3. Mezi ¢isly 1 az 9 staci ovérovat
pouze y = 3, 6 a 9. Takto jsme dospéli k témuz omezeni moznosti jako v postupu
uvedeném vyse.
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Z9-1-3
bodu T v osové soumérnosti podle pifimky AB a bod N je obrazem bodu T v osové
soumernosti podle piimky BC'.

Urcéete pomér obsahii trojuhelniki ABC a TRN. (E. Semerddovad)

Vv

YV

Mozné feSeni. V rovnostranném trojuhelniku je tézisté prusecikem vysek. Obrazy

Vvev

(prodlouzenych) téznicich ¢ili vyskach. Zejména trojice bodu C, T, R, resp. A, T, N lezi
na primkach. Priseciky téchto piimek se stranami trojuhelniku oznacime S, resp. P.

Vv

|CT| =2|TS|, resp. |AT|=2|TP|.
V osové soumeérnosti jsou vzdalenosti vzoru a obrazu od osy stejné, tedy
|TR| =2|T'S|, resp. |T'N|=2[TP|.

Celkem odtud vyvozujeme, Ze dvojice usecek CT a TR, resp. AT a T'N jsou shodné.
Navic (vrcholové) thly ATC a NTR jsou shodné, tudiz trojuhelniky TC A a TRN jsou
shodné (podle véty sus), zejména maji stejny obsah.

Pomér obsahi trojihelnikt ABC a TRN je stejny jako pomér obsahti trojuhel-
nikiai ABC a ACT. Trojuhelniky ABC a ACT maji spoleénou stranu AC' a odpovidajici
vysky v poméru 3 : 1; v tomtéz pomeéru jsou také jejich obsahy. Pomér obsahti troja-

helnikit ABC' a TRN je 3 : 1.

Vvew

tohoto poznatku lze ilohu dofesit s pouzitim dalsich vlastnosti plynoucich ze zadéni,
napr.:
e Trojuhelnik ABC' je tvoren tfemi navzajem shodnymi trojuhelniky ABT, BCT
a ACT, prip. Sesti trojuhelniky, z nichz kazdy je shodny s trojuhelnikem 7T'SB.
e Trojuhelniky TTRB a T'N B jsou rovnostranné, navzajem shodné.
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o Ctyithelnik TRBN je kosoétverec, ktery je tthlopiickami rozdélen na étyfi troju-
helniky, z nichz kazdy je shodny s trojihelnikem 7'SB.

Odtud pomér obsahti trojihelniki ABC' a TRN je6:2=3:1.

Z9-1-4

Na zdi byla napsana dvé stejna pétimistna cisla. Pat pred jedno z téchto cisel
pripsal jednicku, Mat pfipsal jednicku za to druhé. Tim dostali dvé Sestimistné cisla,
z nichz jedno bylo tfikrat vétsi nez druhé.

Ktera pétimistna ¢isla byla puvodné napsana na zdi? (L. Hozova)
Napovéda. Které z nové vzniklych ¢isel bylo vétsi?

MozZné fFeseni. Obé nova ¢isla méla stejny pocet Cislic a vétsi bylo trikrat vétsi nez to
druhé. Vétsi cislo tedy nemohlo zac¢inat jednickou — bylo to ¢islo Matovo.

Pivodné napsana pétimistna ¢isla oznac¢ime x. Patova tiprava dava ¢islo 100 000+,
Matova tprava dava c¢islo 10z + 1 a plati

10z + 1 = 3(100000 + ),
Tx = 299999,
x = 42857.

Na zdi bylo ptvodné napsano dvakrat cislo 42 857.

Poznamky. Pokud bychom predpokladali, Ze Patovo nové ¢islo bylo vétsi nez Matovo,
potom bychom dostali
100000 4+ = = 3(10z + 1),

99997 = 29x.
To vsak nevede k celoéiselnému feseni (zbytek po déleni 99997 : 29 je 5).

Ulohu je mozné resit jako algebrogram. Obé uvedené moznosti odpovidaji po radé
nasledujicim zadanim:

labcecde abcdel
X 3 X 3
abcdel labcecde

V prvnim piipadé postupné neptfimo dopliujeme e = 7, d =5, c =8, b = 2, a = 4,
coz odpovidé Teseni uvedenému vyse. Ve druhém pripadé postupné primo doplnujeme
e=3,d=9,¢c=17,b=3,a =1, coz vSak vede ke sporu: prvni cislice ve vysledku
vychézi 4 a nikoli pfedepsanéa 1.

Z9-1-5

Na htisti jsou nakresleny tii stejné€ velké kruhy, z nichz zadné dva nejsou totozné.
Rozmistéte 16 divek tak, aby v kazdém kruhu stalo 9 divek.

Najdéte alespon osm podstatné riznych rozmisténi, tj. takovych rozmisténi, pri
kterych se nerozlisuji divky ani kruhy. (Zaména jednotlivych divek, pfip. celych kruhu
s divkami dévé rozmisténi, které neni podstatné rizné od puvodniho.) (L. Hozovd)
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Napovéda. Mohou nékteré divky byt soucasné ve vSech tiech kruzich? Pokud ano,
kolik nejvice?

Mozné reseni. Divky v kruzich predstavuji prvky v mnozinach: hledame tfi mnoziny
po 9 prvcich, jejichz sjednoceni ma 16 prvki. Vztahy mezi mnozinami znézornime
nasledovné (pismena a az g oznacuji po¢ty prvka v pfislusnych podmnozinach):

a
(A

Staci se soustiedit pouze na b, d, e, f, nebot zbylé tfi nezndmé jsou témito étyfmi
zcela urceny:

a=9—-b—e—d, c=9-b—e—f, g=9—-d—e—f. (1)
Pomoci téchto vztaht také dostavame omezeni
a+b+c+d+e+f+9g=27T—-b—d— f—2e =16,

tedy
b+d+ f+2e=11. (2)

Diskuzi mtzeme vést vzhledem ke spolecnému priniku vSech tfi mnozin; z omezeni
(2) plyne, Ze e nemtze byt vétsi nez 5. Postupné probereme vSechny mozné hodnoty
e a pro kazdou z nich najdeme nezaporna celd ¢isla b, d, f, kterd vyhovuji omezeni (2)
a pro ktera ¢isla v (1) jsou téz nezdporné. Trojice b,d, f nas zajimaji az na potadi,
takze si je pro poradek vhodné uspordddme (zdména poradi vede k feSeni, které neni
podstatné rizné od ptivodniho):

Pro e = 5 dostavame b+ d + f = 1, tedy

b d f a c g
1 0 0 3 3 4

Pro e = 4 dostavame b+ d + f = 3, tedy

b d f a c g
3 0 0 2 2 5
2 1 0 2 3 4
1 1 1 3 3 3

26



3 dostavame b+ d + f = 5, tedy

Proe

Pro e = 2 dostavame b+ d + f = 7, tedy

Pro e =1 dostavame b+ d 4+ f = 9, tedy
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Pro e = 0 dostavame b+ d + f = 11, tedy

b d f a c g
7 2 2 0 0 )
6 3 2 0 1 4
5 4 2 0 2 3
) 3 3 1 1 3
4 4 3 1 2 2

Pripadné znazornéni jednotlivych feseni je nabiledni. Pro priklad uvadime rozmis-
téni odpovidajici jedinému feSeni v pripadé e = 5:

a
%A

Poznamky. Osm podstatné ruznych feseni lze také najit prostym (trpélivym) zkou-
senim. V tomto duchu miize byt prehlednéjsi v dané Sestnactiprvkové mnoziné vybirat
tfi devitiprvkové podmnoziny tak, aby zadny prvek neztistal na ocet. Napt. vySe zna-
zornéné reseni odpovidéa nasledujicimu vybéru:

L

Obecny vztah mezi pocéty prvki mnozin, jejich priniky a sjednocenim popisuje
tzv. princip inkluze a exkluze, viz poznamky za reSenim ulohy Z8—I1-5.
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79-1-6

Josef a Marie objevili na dovolené pravidelny jehlan, jehoz podstavou byl ¢tverec
o strané 230m a jehoz vyska byla rovna poloméru kruhu se stejnym obvodem jako
podstavny ¢tverec. Marie oznacila vrcholy ¢tverce ABCD. Josef vyznacil na primce
spojujici bod B s vrcholem jehlanu takovy bod F, Ze délka lomené cary AEC byla
nejkratsi mozna.
Urcete délku lomené cary AEC' zaokrouhlenou na celé centimetry.
(M. Krejcovd, F. Steinhauser)

Napovéda. V jakém vztahu byly tsecky AE a CE vzhledem k pfimce spojujici bod
B s vrcholem jehlanu?

Mozné teSeni. Kvili lepsi prehlednosti si situaci ze zadani znazornime:

V

A g
B

Lomené ¢ara AEC je nejkrat$i, kdyz se po rozvinuti plasté jehlanu do roviny jevi
jako usecka:

V

I

B

Usecky AV a CV jsou shodné a stejné tak tsetky AB a CB. Tedy po rozvinuti
plasté do roviny jsou body A a C' soumérné podle piimky BV, zejména tsecka AC je
k této pfimce kolméa. Délka nejkratsi mozné lomené c¢ary AEC je rovna dvojnasobku
velikosti vysky trojuhelniku ABV z vrcholu A, a tak ji také urcime.

Trojuhelnik ABV je rovnoramenny, velikost jeho zdkladny zname, ramena jsou
pfeponami pravouhlych trojihelnikd, jejichz jedna odvésna je polovinou tuhlopiicky
podstavného ¢tverce a druhé odvésna je vyskou jehlanu:
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Polovina thlopticky podstavného ¢tverce ma (podle Pythagorovy véty) velikost

V2

|AS| = = |AB| = 162,635 m.

Vyska jehlanu ma (podle informace ze zadani o obvodech) velikost
4 .
|SV| = — |AB| = 146,423 m.
27

Hrany prochézejici vrcholem jehlanu maji (podle Pythagorovy véty) velikost

|AV| = \/|AS|2 + |SV|2? = 218,837 m.

Nyni zname vSechny strany trojihelniku ABV. Jeho vysku z vrcholu A muzeme
vyjadrit pomoci vysky z hlavniho vrcholu V' a dvojiho vyjadieni obsahu tohoto trojua-
helniku:

v

/\;E
P

B

Trojuhelnik ABV je soumérny podle vysky jdouci hlavnim vrcholem. Tato vyska
ma (podle Pythagorovy véty) velikost

1
VP| = \/|AV|2 — SIABJ? = 186,184m.

Obsah trojuhelniku ABV je roven 3|AB|-|VP| = 1|BV|-|AE| = 1|AV| - |AE|, tedy
vyska z vrcholu A ma velikost

[AB| - [V P|

AE| =
|AE] AV

= 195,681 m.
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Délka nejkratsi mozné lomené cary AEC je
|AEC| = 2|AE| = 391,362 m,

tj. ptiblizné 391 m a 36 cm.

Poznamky. Uvodni postieh s rozvinutjm plastém jehlanu lze nahradit nasledujici tva-
hou: Trojuhelniky ABV a BC'V jsou shodné, tedy i isecky AE a EC jsou shodné a délka
lomené cary AEC je rovna dvojnasobku délky tisecky AE. Ta je nejkratsi mozna, pokud
je k pfimce BE kolma. Staci tedy urcit vysku trojuhelniku ABV z vrcholu A.

V uvedeném feseni tlohy miuize diky pribéznému zaokrouhlovani dochazet k ne-
zédoucimu hromadéni chyby. Proto jsme radéji zaokrouhlovali na celé mm. Vsechny
predchozi veli¢iny je téZ mozné vyjadiit obecné pomoci |AB| a dosazovat teprve do
konecného vyrazu. Takto postupné po tpravach dostavame:

w2+ 8 /72 + 16 | 2 416
AV] = - |AB P|=1\/——— " |AB AFE| = \| ——— - |AB|.

Bézné pouzivana pribliznad hodnota m = % vede ve vysledku k chybé mezi 2 a 3 cm.

Porovnanim celkovych rozmért a proporci jehlanu to vypada, ze Josef a Marie byli na
dovolené v Egypté u Cheopsovy (resp. Chufuovy ¢i Velké) pyramidy.

K vyjadfeni vysky trojuhelniku lze také dospét se znalostmi goniometrickych
funkci, jejich zékladniho vztahu ((sin3)? + (cos8)? = 1) a kosinové véty (JAV|? =
= |AB|* + |BV|?> — 2|AV| - |[BV| - cos ). Tyto znalosti v dané kategorii nemtizeme
predpokladat, avsak zvidavi feSitelé se s nimi mohou seznamit, pfip. porovnat tento
pristup s ostatnimi.
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