71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1
Do kruhovych policek doplitte prirozena ¢isla od 1 do 20 tak, aby kazdé ¢islo bylo
pouzito pravé jednou a soucasné platily vSechny uvedené vztahy. (M. Smitkovad)

Napovéda. Néktera policka pripousti méné moznosti ke zkousSeni nez jina.
Mozné feseni. Pii dopliovani je vhodné zacit s policky predchézejicimi déleni. Pfitom
vetsi delitel znamend méné moznosti.

Napf. ve druhém poli¢ku na prvnim fadku muze byt bud 8, nebo 16 (jedina ¢isla
od 1 do 20 délitelnd 8). Pokud by v tomto policku bylo 16, muselo by v pfedchozim
policku byt 21 (21 — 5 = 16), coz je ovSem vic nez 20. Proto je v onom policku 8. Podle
predepsanych operaci doplnime cely fadek a ovérime, ze se zadné cislo neopakuje:

OO 000
Ve druhém poli¢ku na druhém Fadku mize byt bud 7, nebo 14 (jedina ¢isla od 1 do

20 délitelna 7). Cislo 7 je uz pouzito v predchozim fadku, tedy je v onom policku 14.
Podle predepsanych operaci doplnime cely radek a ovérime, ze se zadné ¢islo neopakuje:

O O O O= 0
Ve tfetim policku na tfetim fadku muze byt 5, 10, 15, nebo 20 (jedina ¢isla od
1 do 20 délitelna 5). Zadné z téchto &isel neni zatim pouzito, takZze miizeme zkouset
dosazovat:
e Pokud bychom dosadili 5, resp. 10, potom by v nasledujicim policku (po déleni 5)
bylo 1, resp. 2. Obé tato cisla jsou jiz pouzita na predchozich radcich.

e Pokud bychom dosadili 15, potom by v pfedchozim policku bylo 12 (12 4+ 3 = 15)
a v prvnim policku 14 (14 — 2 = 12). Toto ¢islo je vSak pouzito na druhém Fadku.
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e Nezbyva nez dosadit 20. Podle predepsanych operaci doplnime cely fadek a oveé-
fime, zZe se zadné cislo neopakuje:

Na posledni radek zbyvaji zatim nepouzita ¢isla 3, 5, 10, 12 a 15. V prvnim policku

musi byt 12 (jediné z téchto ¢isel délitelné 4). Doplnéni podle pfedepsanych operaci
vycCerpava prave zbyla cisla, tedy se vskutku nic neopakuje:
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Z5-1-2

Trpaslici natirali krychlové kostky zelenou a bilou barvou tak, ze kazda sténa byla
celé obarvena jednou z téchto dvou barev. Po chvili si v§imli, Ze nékteré obarvené kostky
vypadaji po vhodném pootoceni zcela stejné a zacali je podle tohoto hlediska tiidit do
skupin (ve stejné skupiné jsou stejné obarvené kostky).

Kolik nejvyse skupin mohli takto dostat? (1. Jancigova)

Napovéda. V jakych vztazich mohou byt dvojice stén krychle?
Mozné reSeni. Krychle méa Sest stén, pri¢emz kazda sténa sousedi se ¢tyfmi dalsimi
sténami (maji spole¢nou hranu) a s jednou sténou je rovnobézné (zadny spoleény bod).
Mozné obarveni muZzeme t¥idit podle poctu zelenych (resp. bilych) stén. Takto
dostavame sedm moznosti, pro néz postupné rozebereme rizné typy obarveni.
e 7Z4dn4 sténa zelena (vSechny bilé): viechny takové krychle vypadaji stejné, tedy
mame jediny typ.
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e Dvé stény zelené (Gtyfi bilé): rozliSujeme dva typy podle toho, zda spolu zelené
stény sousedi, ¢i nikoli.



e TTi stény zelené (t¥i bilé): rozlisujeme dva typy, podle toho, zda zelené stény sousedi
po dvou, ¢i vSechny navzajem.

e Ostatni pfipady neni tfeba vypisovat: diskuze pro moznosti s prohozenymi pocty
zelenych a bilych stén jsou stejné.

Celkem dostavame 1 +1+2+ 2+ 2+ 1+ 1 = 10 typa obarveni. Trpaslici mohli
dostat nejvyse 10 skupin obarvenych kostek.

7Z5-1-3

Adamek prepocitaval svoji sbirku duhovych kulicek. Zjistil, Ze je muze rozdélit do
stejné pocetnych hromadek, a to vicero zptsoby. Kdyby je rozdélil do tii hromadek,
bylo by v kazdé hromadce o osm kulicek vic, nez by bylo v kazdé hromadce pti déleni
do ¢tyt hromadek.

Kolik mél Adamek duhovych kulicek? (E. Semerddovad)

Napovéda. Predstavte si skuteéné preskupovani kulicek ze ¢tyf hromadek do tii.

Mozné resSeni. Preskupovani kulicek ze ¢tyr hromadek do tii lze provést tak, ze
vSechny kulicky z jedné hromadky se rozdéli do tfech zbylych.

V kazdé ze t¥i novych hromadek bylo o osm kulicek vic nez ptivodné, tedy hro-
médka, ze které se rozdavalo, méla 24 kulicek (3 - 8 = 24).

Vsechny hromadky byly stejné pocetné a ptivodné byly ¢tyti, tedy Adamek mél 96
kulicek (24 - 4 = 96).

Poznamka. Pokud neznamy pocet kulicek v kazdé ze ¢tyf hromédek oznacéime k,
potom podminku ze zadani lze vyjadfit jako 4k = 3 - (k + 8). Rozepsanim dostavame
4k = 3k + 24, tedy k = 24.



7Z5-1-4

Jarda vystrihl z rohu Sachovnice néasledujici utvar sestavajici z patnacti poli:

Nasledné odsttihl nékolik dalsich poli, a to tak, ze vysledny utvar neobsahoval diry
a nerozpadal se, mél stejny pocet Cernych a bilych poli a mél nejveétsi mozny obsah.
Navic zjistil, Zze ze vSsech moznych utvari s témito vlastnostmi mél ten jeho nejvétsi
mozny obvod.

Ktera pole Jarda dodate¢né odsttihl? Uréete vSechny moznosti. (M. Petrova)

Napovéda. Jakou barvu méla vystiizend pole? A kolik jich bylo?

Mozné feSeni. Puvodni Jardiv utvar tvorilo 9 ¢ernych a 6 bilych poli, tedy ¢ernych
poli bylo o 3 vic nez bilych. Pokud po odstfizeni dalsich poli mél atvar stejny pocet
bilych a ¢ernych poli a soucasné nejveétsi mozny obsah, musel Jarda odstrihnout 3 cerna
pole. Pro snazsi vyjadirovani si pole oznac¢ime jako na bézné Sachovnici:

— N W e Ot

Aby novy utvar neobsahoval diry a ani se nerozpadl na vice ¢asti, nemohl Jarda
odsttihavat pole jen tak (jisté napf. nemohl odstfihnout pole b2 ¢i pole cl spoleéné
s polem d2). S timto védomim prozkouméme, jak odst¥izeni jednotlivych poli ovliviiuje
obvod utvaru:

e Po odsttizeni kteréhokoli z poli ab a el se obvod zmensi — misto pivodnich t¥i
stran se na obvodu projevi jedna nova.

e Po odsttizeni kteréhokoli z poli al, b4, c¢3 a d2 se obvod nezméni — misto ptivodnich
dvou stran se na obvodu projevi dvé nové.

e Po odstiizeni kteréhokoli z poli a3 a cl se obvod zvétsi — misto ptivodni jedné
strany se na obvodu projevi t¥i nové.

Tedy Jarda odstfihl pole a3, cl1 a déale bud al, nebo ¢3 (kazda jind volba by méla
za nasledek rozpad ¢i vétsi obvod utvaru):
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Z5-1-5
Na papiru byl sestrojen ¢tverec ABC'D se stranou 4 cm. Pavel sestrojil vrcholy

obdélniku, ktery mél trikrat vétsi obsah nez ¢tverec ABCD. Pritom rysoval pouze
kruznice, protoze pravitko nenasel.

Jak mohl Pavel postupovat? Popiste alespon jednu konstrukci. (K. Pazourek)
Napovéda. Uvazte nejprve obdélnik sloZzeny ze dvou shodnych ¢tverct.

Mozné reseni. Pavluv obdélnik pojmenujeme K LM N. Tento obdélnik muze byt slo-
zen ze ¢tverce ABC'D a dalsich dvou s nim shodnych ¢tvercd napt. takto:

N D C M

K A B L

Usecka AK je shodné se stranou ¢tverce, tedy bod K lezi na kruznici se stfedem
v bodé A a s polomérem shodnym s tseckou AB; tuto kruznici oznaéime kq(A, AB).
Usetka DK je shodna s thlop¥ickou ¢tverce, tedy bod K lezi na kruZnici se st¥edem
v bodé D a s polomérem shodnym s tseckou DB; tuto kruznici oznacime ko (D, DB).
Uvédomte si, ze kruznice k; a k3 maji dva spole¢né body — kromé hledaného K jesté
vrchol B daného ctverce.
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Obdobnym zptsobem lze sestrojit zbylé vrcholy obdélniku K LM N. Zkracené je
cela konstrukce popsana takto:
bod K je pruse¢ikem kruznic ky(A, AB) a ko(D, DB) riznym od bodu B,
bod L je pruse¢ikem kruznic l;(B, BA) a l(C,CA) riznym od bodu A,
bod M je pruse¢ikem kruznic m;(C,CD) a my(B, BD) riznym od bodu D,
bod N je prisecikem kruznic nq (D, DC) a na(A, AC) riznym od bodu C.
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Poznamky. Vzajemny vztah ¢tverce ABCD a obdélniku K LM N muzeme uvazovat
také napt. takto:

N=D C P M

K=A B L

V tomto ptipadé staci k sestrojeni bodd L a M jeden dalsi pomocny bod P, tedy
celkem Sest kruznic (misto osmi v predchozim feSeni).

Uvédomte si, ze obdélnikli s trojnadsobnym obsahem vzhledem k danému ctverci
je nepfeberné mnozstvi. Je zajimavé, ze vrcholy kazdého takového obdélniku je mozné
sestrojit, avsak nalezeni prislusné konstrukce neni viibec snadné. Napt. pro obdélnik se
stranami KL =6-AB a LM = % - BC' je hlavnim problémem sestrojeni stfedu tsecky
pouze pomoci kruzitka.

Z5-1-6

Na parkovisti stala auta a bicykly. Pokud by prijelo jedno dalsi auto, bylo by jich
stejné jako bicykli. Pokud by prijelo pét dalsich bicykli, mély by vSechny bicykly stejny
pocet kol jako vSechna auta.

Kolik stalo na parkovisti aut a kolik bicyklu? (M. Dillingerovad)

Napovéda. Predstavte si situaci, kdy souhlasi poc¢ty kol aut a bicyklu.

Mozné rfeSeni. Auto méa C¢tyfi kola, bicykl dvé; jedno auto ma stejny pocet kol jako
dva bicykly.

Bicyklt na parkovisti bylo o jeden vic nez aut. Uvazme situaci, kdy by na parkovisti
bylo o pét bicykli vic nez ptivodné, tedy situaci, kdy by souhlasily pocty kol. V takovém
ptipadé by bylo bicyklt o Sest vic nez aut.



Sest bicyklt navic znamend 12 kol navic. Tento rozdil odpovida pravé Sesti autéim
(auto mé o dvé kola vic nez bicykl a 2-6 = 12). Tedy na parkovisti stalo Sest aut a sedm
bicyklt (o jeden vic nez aut).

Poznamky. Uvahu v poslednim odstavci nahrazuje zkouseni moznosti, kdy se po-
stupné zvysuji pocty dopravnich prostiredkt a kontroluje se jejich rozdil:

aut 3 4 5 6
bicykli 6 8 10 12
rozdil 3 4 5 6

Sledovany rozdil se stale zvétsuje, tedy tloha jiné feseni nema.

Pokud bychom predpokladali, ze kazdé auto ma také jedno rezervni kolo, potom
bychom obdobnymi tivahami dospéli k zavéru, ze na parkovisti stala ctyti auta a pét
bicykli.



