71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

M4qj jediny syn se narodil, kdyz mi bylo 37 let. To bylo pravé 32 let po smrti
dédecka, a ten zemfel ve svych 64 letech. Dédecek byl o 12 let starsi nez babicka, brali
se v roce 1947, pravé kdyz babicce bylo 18 let.

V kterém roce se narodil mij syn?

Poznamka: pripadné nesrovnalosti souvisejici s konkrétnimi daty narozeni igno-
rujte; mizete napr. predpokladat, ze vSichni jmenovani maji narozeniny ve stejny den.

(M. Smitkovd)

Napovéda. Kolik let bylo dédeckovi jako zZenichovi?

Mozné Feseni. Ulohu mtzeme Fesit podle danych informaci odzadu:

V roce 1947 bylo babicce 18 let a dédeckovi 30 (= 18 4 12).

Dédecek zemtel ve svych 64 letech, tedy 34 let po svatbé (64 — 30 = 34), coz bylo
v roce 1981 (= 1947 + 34).

Syn se narodil 32 let po smrti dédecka, tj. v roce 2013 (= 1981 + 32).

Poznamka. Odvozené souvislosti lze znazornit na ¢asové ose:

“D  *B B+D iD +g

1917 1929 1947 1981 2013

Uvédomte si, Ze bez dalsich upfesnéni je feSeni tllohy nejednoznacné. Pokud by se
napt. dédecek narodil 31.12.1916 a babic¢ka 1.1.1929, byli by od sebe 12 let (a jeden
den), pfitom prvni letopocet by se lisil od vyse uvedeného. Od fesitelt se neocekava
diskuze vice moznosti, nicméné postiehy ¢i priklady tohoto druhu jsou chvalitebné.

76-1-2
Petr mél obdélnik sitky 2cm a neznamé délky. Radka méla obdélnik sitky 2cm,
jehoz délka byla rovna obvodu Petrova obdélniku. Kdyz k sobé obdélniky prilozili jejich

sitkami, ziskali novy obdélnik s obvodem 63 cm.
Urcete obsah Petrova obdélniku. (K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete obvody obdélniki pomoci délky Petrova obdélniku.

Mozné reseni. Ozna¢me neznamou délku Petrova obdélniku jako d. Petriv obdélnik
mél obvod 4 4 2d (cm), coz byla délka Radé¢ina obdélniku.

d d d 2 2

d d d 2 2
Slozeny obdélnik mél obvod 6d + 12 = 63 (cm). Odtud dostavame 6d = 63 — 12 =

=51 (cm), a tedy d =51:6=17:2(cm).
Petriiv obdélnik mél obsah 2 - d = 17 (cm?).
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Poznamka. Pro jakykoli obdélnik se stranami 2 a a lze vztah mezi jeho obsahem
(S = 2a) a obvodem (0 = 4 + 2a) vyjadfit jako S = o — 4.

Z piedchoziho znézornéni je patrné, Zze obsah Radéina obdélniku je o 8 cm? vétsi
nez dvojnasobek obsahu Petrova obdélniku, ktery oznac¢ime P. Tedy obsah slozeného
obdélniku je

3P +8 =063 —4.

Odtud dostavame 3P = 63 —4 — 8 =51, a tedy P = 17 (cm?).

Z6-1-3

Misa zkouma c¢isla, ktera lze vyjadrit jako soucet alespon dvou po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel. Obzvlast ji zajimaji ¢isla, ktera se takto daji vyjadiit vicero zpisoby
(napt. 18 =5+ 6 +7 =3 + 4 + 5 + 6). Cisliim, kterd lze takto vyjadfit alespoii tfemi
zpusoby, fikéa velkolepa.

Najdéte alespon tii Misina velkolepé ¢isla. (V. Hucikovad)

Napovéda. Jaké vysledky lze ziskat souctem dvou, tii atd. po sobé jdoucich pfiroze-
nych cisel?
MozZné reseni. Dvé po sobé jdouci ¢isla davaji soucty

1+2=3, 24+3=5, 3+4=T,

Scitance postupné zvétsujeme o 1, tedy soucty se postupné zvétsuji o 2.
Tt po sobé jdouci ¢isla davaji soucty

1+2+3=6, 2+3+4=9, 3+4+5=12,

Scitance postupné zvétsujeme o 1, tedy soucty se postupné zvétsuji o 3.

Dale zjistujeme, ze nejmensi soucet Ctyt po sobé jdoucich Cisel je 1 +2+ 3 +4 =
=6 4+ 4 = 10 a nasledujici mozné soucty jsou 14, 18, 22, ...

Obdobnymi tvahami dostavame nasledujici prehled soucti nékolika po sobé jdou-
cich c¢isel:

soucty dvou | 3 5 T 9 11 13 15 17 19 21 23

soucty tii 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

soucty ¢tyr | 10 14 18 22 26 30 34 38 42

soucty peti | 15 20 25 30 35 40 45

soucty sesti | 21 27 33 39 45

Hledana velkolepéa cisla jsou takova cisla, kterd patii alespon do tii rtiznych vyse
uvedenych skupin. Tti nejmensi velkolepa ¢isla (a jejich ptislusné rozklady) jsou:

15=7+8=4+54+6=1+2+3+4+5,
21=10+11=6+74+8=1+2+3+4+5+6,
27T=134+14=84+94+10=24+34+44+54+6+4+T7.
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Poznamka. Zpiusobt, jak velkolepa ¢isla hledat, je vice. Napf. pro kazdych Sest po
sobé jdoucich c¢isel plati, Ze soucet prvniho a Sestého ¢isla je stejny jako soucet druhého
a patého, a ten je stejny jako soucet tfetiho a ¢tvrtého; tento soucet je lichy a oznacime
jej a. Soucet vSech Sesti ¢isel je pak roven 3a, coz je ¢islo, které lze vyjadrit jako soucet
t¥1 po sobé€ jdoucich ¢isel a — 1, a, a+ 1. Protoze a je liché ¢islo, je také 3a liché a kazdé
takové cislo je souctem dvou po sobé jdoucich cisel; pfi stavajicim znaceni %(Ba +1)
a 2(3a — 1).

Také plati, ze soucet lichého poctu po sobé jdoucich ¢isel je vidy nasobkem tohoto
poctu. VSechny tyto (a dalsi zajimavé) poznatky lze s ispéchem kombinovat k nalezeni
dalsich velkolepych cisel. Z uvedeného plyne, ze velkolepych ¢isel je neomezené mnozstvi.

726-1-4

Kuba si zapsal ¢tyrmistné cislo, jehoz dveé cislice byly sudé a dveé liché. Pokud by
v tomto cisle vyskrtl obé sudé cislice, dostal by ¢islo ¢tyrikrat mensi, nez kdyby v tomtéz
¢isle vyskrtl obé liché ¢islice.

Které nejvétsi cislo s témito vlastnostmi si mohl Kuba zapsat? (M. Petrovad)
Napovéda. Které nejvétsi ¢islo mohl Kuba dostat po vyskrtnuti sudych ¢islic?

MozZné feseni. Po vyskrtnuti sudych ¢islic méa zbyt ¢islo, které je ¢tyrikrat mensi nez
jiné dvojmistné éislo. Toto ¢islo tedy musi byt mensi nez 25 (4 - 25 = 100, a to uz je
trojmistné).

Po vyskrtnuti sudych ¢islic ma zbyt cislo zapsané lichymi ¢islicemi. Nejvétsi takové
Cislo, které je zaroven mensi nez 25, je ¢islo 19. Avsak 4-19 = 76, coz neni ¢islo tvofené
sudymi c¢islicemi.

Dalsim kandidatem je ¢islo 17. Pro n€j plati 4-17 = 68, coz je ¢islo tvorené sudymi
¢islicemi.

Ctyimistné ¢islo tedy bylo tvoreno lichymi ¢islicemi 1 a 7 (v tomto pofadi) a sudymi
Cislicemi 6 a 8 (v tomto poradi), pfi¢emz pofadi lichych a sudych ¢islic neni nijak
omezeno. Nejvétsi ¢islo splnujici vSechny tyto pozadavky je 6817. A to je nejvétsi Cislo,
které mohl Kuba zapsat.

Dalsi moznosti neni nutné provérovat: ¢tyfnasobek c¢isla mensiho nez 17 je mensi
nez 68, tedy pii splnéni ostatnich podminek vétsi ¢islo nez 6817 dostat nelze.

7Z6-1-5

Mojmir rozstiihal pravidelny Sestitthelnik na 12 shodnych dila. Z téchto dila (ne
nutné ze vsech) skladdal rozliéné pravothlé trojahelniky.

Jak mohly vypadat Mojmirovy slozené trojuhelniky? Narysujte alespon ¢tyfi moz-
nosti. (L. Hozovd)

Napovéda. Vyuzijte déleni na Sest shodnych trojiuhelnik.
MozZné reseni. Pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na 12 shodnych trojahelnika pi-
lenim Sesti shodnych rovnostrannych trojihelnikid, z nichz je pravidelny Sestitthelnik

utvoren:
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Z téchto trojuhelnikt lze slozit pravouhlé trojuhelniky pomoci 1, 3, 4, 9, resp. vSech
12 dilt napt. takto:

A N\

Ke zdtivodnéni, ze naznacené skladani je v poradku, je treba si uvédomit, ze pouzité
dily jsou trojuhelniky s vnitinimi thly 30°, 60°a 90°, jejichz nejdelsi strana je shodné
se stranou ptvodniho Sestitthelniku a nejkratsi strana je polovicni.

Poznamky. Uvédomte si, ze jak rozdéleni ptivodniho Sestitthelniku, tak seskupeni dili

(u vétsich trojihelniki) muze vypadat velmi rtiznorodé. Proto i rtiznéd seskupeni dil
v tomtéz trojuhelniku lze povazovat za rizna reseni tlohy. Viz napf. nasledujici ukazky:

Pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na 12 shodnych trojihelnikt také nasledujicim
zpusobem:
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Nejvétsi vnitini tthel v kazdém z téchto trojuhelniki je 120°, zbylé dva jsou pri-
blizné 40,9°a 19,1°. Pomoci téchto trojihelniki vSak nelze slozit pravy thel.

Pravidelny Sestitthelnik lze téZz rozdélit na 12 shodnych dild netrojthelnikového
tvaru. Z takovych dila se trojihelniky skladaji jen tézko, pokud viibec.

726-1-6

Pétice kamaradu porovnavala, kolik starého zeleza privezli do sbéru. Primeérné to
bylo 55 kg, avSak Ivan pfivezl jen 43 kg.

Kolik kg v praméru pfivezli bez Ivana? (L. Hozovd)

Napovéda. O kolik kg se lisi Ivanuv prispévek od prameéru?

Mozné feSeni. Ivan privezl 43 kg, tj. o 12 kg méné, nez byl (aritmeticky) primér
vSech kamaradt. Téchto 12 kg odpovida primérné 3 kg na kazdého ze ctyt zbylych
kamarada (12 :4 = 3).

Bez Ivana kamaradi pfivezli pramérné 58 kg zeleza (55 + 3 = 58).

Poznamka. Vsech pét kamaradi dohromady ptivezlo 275 kg Zeleza (5-55 = 275). Bez
Ivana na ostatni ptipadlo 232 kg (275 — 43 = 232), tedy primérné na jednoho 58 kg
(232 : 4 = 58).
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