71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z7

7711

Zizala spiralova razi novy tunel: nejprve miii 10 cm na sever, poté 11 cm na vychod,
poté 12cm na jih, 13cm na zapad atd. (kazdy tsek je o 1cm del$i nez predchozi,
sméry opakuje podle uvedeného vzoru). Zizala souradnicova mapuje dilo svoji kolegyné:
zacatek tunelu oznaéi souradnicemi [0, 0], prvni odboc¢ku soutadnicemi [0, 10], druhou
odbocku [11,10] atd.

Urcete souradnice konce tiseku, ktery ma délku 100 cm. (1. Jancigovad)

Napovéda. Kterym smérem razila zizala tisek dlouhy 100 cm?

Mozné feSeni. Délky tseku (v cm) pro jednotlivé sméry jsou:

smer 1. kolo 2. kolo 3. kolo k. kolo
sever 10 14 18 . 6 + 4k
vychod 11 15 19 e 7+ 4k
jih 12 16 20 e 8+ 4k
zépad 13 17 21 e 9+ 4k

Usek dlouhy 100 cm razila Zizala ve 23. kole v jiznim sméru (8 + 4 - 23 = 100).
Soufadnice koncu téchto tseki jsou [11, —2], [13, —4], [15, —6], ... Prvni soufadnice
se postupné zvétsuje o 2, druhé se zmensuje o 2.

[—4,14] atd.
[—2,12] [13,12]
[0, 10] 11, 10]
0,0]
[—2, —2] (11, —2]
[—4, —4] [13, —4]

Obecné v k. kole jsou soufadnice konce useku v jiznim sméru [9 + 2k, —2k|. Pro
k = 23 dostavame [55, —46], a to jsou soufadnice konce metrového tseku.
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77-1-2
Soucin vékid vSech déti pana Nasobka je 1408. Vék nejmladsiho ditéte je roven

poloviné véku nejstarsiho ditéte.
Kolik déti ma pan Nésobek a kolik je jim let? (L. Hozova)

Napovéda. Jak se lze systematicky vyznat v délitelich daného ¢isla?

Mo#né FeSeni. Prvoéiselny rozklad soucéinu vékt déti je 1408 = 27 - 11. To znamena,
ze vék pravé jednoho z déti je nasobkem 11 a véky ostatnich déti jsou mocninami 2.
Protoze vék nejstarsiho je dvojnasobkem véku nejmladsiho, vek ani jednoho z nich neni
nasobkem 11.

Tedy sourozenci jsou alespon tTi, pficemz nejstarsimu je jisté vic nez 11 let. Z Gvod-
niho rozkladu zjistujeme, Ze nejstarsimu je 16 let, nejmladsimu 8 let a ze zadny dalsi
sourozenec neni:

1408 =(2-2-2)-11-(2-2-2-2).

Pan Nasobek ma tri déti staré 8, 11 a 16 let.
77-1-3

Na stranach trojuhelniku ABC' jsou dany body D, E, F, G, viz obrazek. Ptritom
plati, ze ¢tyruhelnik DEFG je kosoctverec a usecky AD, DFE a EB jsou navzijem

shodné.
Urcete velikost ahlu AC'B. (1. Jancigovad)

AN

Napovéda. Jaké je vzajemné poloha ptimek AC a DF?

A D

Mozné treseni. Podle predpokladi jsou tsecky AD a GF' rovnobézné a shodné. Tedy
¢tytuhelnik ADFG je rovnobéznikem, zejména piimky AG a DF' jsou rovnobézné.
Obdobnou tvahou lze ukazat, ze také pirimky BF a EG jsou rovnobézné.
Jelikoz uhlopticky DF a EG kosoctverce DEFG jsou kolmé, jsou kolmé také
primky AG a BF. Bod C je prisecikem téchto primek, tedy thel AC'B je pravy.

C

o \p
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Jiné feseni. Podle predpokladi jsou pfimky AB a GF rovnobézné, tudiz uhly DAG
a FGC jsou shodné (souhlasné tuhly). Déle trojuhelnik ADG je rovnoramenny (AD
a DG jsou shodné), tudiz thly DAG a DGA jsou shodné. Tyto tfi navzajem shodné
thly oznac¢ime symbolem «, viz obrazek.

Obdobné lze ukazat, ze thly EBC, GFC a EF B jsou navzajem shodné; tyto tuhly
oznacime [3.

Z rovnobéznosti piimek AB a GF také plyne, ze ihly ADG a DGF jsou shodné
(st¥idavé uhly). Déale protilehlé Ghly v rovnobézniku DEFG jsou shodné, zejména DGF
je shodny s DEF'. Tyto tfi navzajem shodné thly oznac¢ime symbolem §.

Obdobné uhly BEF, EFG a EDG jsou navzajem shodné; tyto tthly oznacime e.

C
7
G _«& B\ F
o/ 0 56
@ d /e ) /¢ g
A D E B

Mezi uvedenymi thly plati nékolik vztahii, z nichz vybirame:
e ¢ = 2« (vnéjsi thel trojuhelniku ADG),
e ¢+ 25 = 180° (soucet vnitinich thli trojuhelniku FBF),
e o+ [+~ =180° (soucet vnitinich uhld trojuhelniku GFC).

Z prvnich dvou rovnosti vyplyva, ze 2a+ 28 = 180°, tedy a4 5 = 90°. Dosazenim
do treti rovnosti dostavame v = 180° — a — 8 = 90°. Tedy tthel ACB je pravy.

77-1-4
Pepik vymyslel néasledujici ulohu:

M+A+M+R+A+D+M+A+T+E+MA+A+TH+I+K+U=7

Ruzné pismena nahrazoval riiznymi ¢islicemi od 1 do 9 a zjistoval, co vychéazi.

a) Jaky nejvétsi vysledek mohl Pepik dostat?

b) Mohl dostat vysledek 507 Pokud ano, jak?

c) Mohl dostat vysledek 597 Pokud ano, urcete jaké vSechny hodnoty mohl mit soucet
M+ A+ M.

(M. Smitkovd)
Napovéda. Kolikrat se ktera pismena opakuji?

MozZné feseni. Pismena M a A jsou v Pepikové tlloze zastoupena ¢tytikrat, T dvakrat,
ostatni pismena po jednom. Pti jakémkoli nahrazeni ¢islic za pismena je soucet navzajem
riznych éislic roven 1+2+4+34+4+5+6+7+8+9 = 45. Uvedenou tlohu tedy miizeme
zjednodusené zapsat jako

SM+3A+T+45="7

(Zaména M a A nemé vliv na celkovy soucet a tyto moznosti v dal§im nerozliSujeme.)
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a) Ma4-li byt soucet nejvétsi mozny, musime nejcetnéjsi pismena nahrazovat co mozna
nejveétsimi ¢islicemi. Takto pro M =9, A =8 a T = 7 dostavame

3-9+3-8+7+45=103.

b) Soucet 50 neni mozny, nebot nahrazeni s nejmensim moznym souctem je M = 1,
A=2aT =23, atodava

3-1+3-2+3+45=57.

c) Ma-li byt soucet 59, musi byt 3M + 3A + T = 14 neboli 3(M + A) = 14 - T.
Nahrazeni za T" musi byt takové, aby rozdil 14 — T byl délitelny tfemi. Mezi ¢isly
od 1 do 9 mame nasledujici t¥i moznosti:

e Pro T = 2 vychédzi M + A = 4. Tedy muze byt bud M =1 a A = 3, nebo
M =3 a A = 1. Hledany soucet M + A+ M je bud 5, nebo 7.

e Pro T =5 vychdzi M + A = 3. Tedy muze byt bud M =1 a A = 2, nebo
M =2 a A= 1. Hledany souc¢et M + A + M je bud 4, nebo 5.

e Pro T = 8 vychazi M + A = 2. Pro tuto hodnotu nelze M a A nahradit
navzajem rtznymi c¢islicemi.

Celkovy soucet 59 je mozny; diléi soucet M + A + M muze byt 4, 5, nebo 7.

Z7-1-5

Honza vyrazil do svéta s rancem buchet. Na prvnim rozcesti potkal Dlouhého,
Sirokého a Bystrozrakého a spravedlivé se s nimi o své buchty rozdélil — kazdy dostal
¢tvrtinu buchet. Honza ze svého dilu ujedl dvé buchty a vyrazil dal.

Na druhém rozcesti potkal Jenicka a Marenku a i s nimi se spravedliveé rozdelil —
kazdy dostal tfetinu zbylych buchet. Honza ze svého dilu snédl zase dvé buchty a se
zbylymi vyrazil dal.

Na tfetim rozcesti potkal Snéhurku. I s tou se spravedlivé rozdélil, takze oba méli
polovinu zbylych buchet. Kdyz Honza snédl opét svoje dvé buchty, byl ranec prazdny,
a tak se vratil domu.

S kolika buchtami vyrazil Honza do svéta? (M. Petrovad)

Napovéda. S kolika buchtami pfisel Honza na tieti rozcesti?

Mozné feseni. Ulohu mtZeme s vyhodou fesit odzadu:

e Na tfetim rozcesti Honza snédl posledni 2 buchty, coz byla polovina z toho, co na
toto rozcesti prinesl. Na tieti rozcesti tedy prisel se 4 buchtami, a to je také pocet,
se kterym odchézel z rozcesti druhého.

e Na druhém rozcesti snédl 2 buchty (a pak vyrazil dal). Pfed tim jich tedy mél 6,
coz byla tfetina z toho, co na toto rozcesti ptrinesl. Na druhé rozcesti tedy prisel
s 18 buchtami, a to je také pocet, se kterym odchéazel z rozcesti prvniho.

e Na prvnim rozcesti snédl 2 buchty (a pak vyrazil dal). Pfed tim jich tedy mél 20,
coz byla ¢tvrtina z toho, co na toto rozcesti prinesl. Na prvni rozcesti tedy prisel
s 80 buchtami, a to je také pocet, se kterym odchézel z domova.

Honza vyrazil do svéta s 80 buchtami.
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Poznamka. Predchozi tvahy jsou zhutnény v nasledujici tabulce:

rozcesti zbylo prinesl
3 0 2.-2=14
2 4 (4+2)-3=18
1 18 (1842)-4=280

77-1-6
Pan Chrt mél ve svém psim sprezeni pét psi — Alika, Broka, Muka, Rafa a Puntu.

Premyslel, jak by mohl psy zapiféhnout do fady za sebe tak, aby Alik byl pfed Puntou.
Kolika zpiisoby to mohl pan Chrt udélat? (L. Hozova)

Napovéda. Na jakych mistech mohli byt zapiazeni Alik a Punta?

Mozné fesSeni. Pokud by byl Alik prvni, Punta by mohl byt druhy, tfeti, ¢tvrty, nebo
paty:
APxxx AxPxx AxxPx AxxxP

Pokud by byl Alik druhy, Punta by mohl byt tfeti, ¢tvrty, nebo paty:
x APxx xAxPx xAxxP
Pokud by byl Alik tieti, Punta by mohl byt ¢tvrty, nebo paty:
xx APx xxAxDP
Pokud by byl Alik ¢tvrty, Punta by musel byt paty:
xxx AP

Tedy pan Chrt mél 10 moznosti, jak zaptfahnout Alika a Punfu pozadovanym
zpusobem.

V kazdém z téchto pfipadt mohli byt zbyli tfi psové zaprazeni na neobsazena
mista (oznacend *) libovolné. A to lze provést 6 zpiisoby: jeden pes mize na kterékoli
ze t11 volnych mist, druhy pes na kterékoli ze dvou zbyvajicich mist, tieti pes neméa na
vybranou a musi na posledni volné misto (tedy 6 = 3 - 2).

Pan Chrt mohl svoje psy zapfahnout celkem 60 zptsoby (nebot 10 -6 = 60).

Poznamka. Predchozi pocitani vSech moznych poradi t¥i prvku lze zobecnit pro libo-
volny pocet; vyslednému ¢islu se Fiké faktoridl a znadi se vykfi¢nikem (zde 3! =3 -2 -
-1=6).

Vsech pét psi pana Chrta lze zaptahnout celkem 5! =5-4-3-2-1 = 120 zpisoby.
Pfitom v poloviné pfipadu stoji Alik pfed Puntou a v poloviné pfipadi je tomu naopak
(staci zaménit tyto dva psy a ostatni nechat na svych mistech). Tedy Alik pied Puntou
muze byt v 60 pripadech.
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