71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Vérka ze tfi danych cislic sestavovala navzajem rizna trojmistna cisla, pricemz
u kazdého cisla pouzila vSechny tfi cislice. Takto sestavila vSechna mozna cisla a kdyz
je secetla, vyslo ji 1221.

Jaké ¢islice Vérka pouzila? Urcete pét moznosti. (K. Pazourek)

Napovéda. Mohla byt néktera z ¢islic 07

Mozné resSeni. Aby Vérka mohla z danych ¢islic sestavit trojmistné c¢islo, musela
byt alespon jedna ¢islice nenulova. Aby byl soucet vSech sestavenych c¢isel ¢tyrmistny,
musela sestavit alespon dvé trojmistna ¢isla. Odtud vyplyva, ze dané Cislice nemohly
byt stejné a nanejvys jedna z nich byla nulova.

V nésledujicim provéfime vSechny moznosti (rtizné pismena oznacuji rtizné nenu-
lové ¢islice):

e S jednou cislici nulovou a zbylymi dvéma nenulovymi riznymi lze sestavit ¢isla
ab0, ba0, a0b, b0a. Jejich soucet je roven

(2a +2b) - 100+ (a +b) - 10 + (a + b) = 211(a + b).

Cislo 1221 vsak neni délitelné 211, timto zptisobem tedy pozadovany soucet dostat
nelze.
e S jednou é&islici nulovou a zbylymi dvéma stejnymi lze sestavit ¢isla aa0, aOa. Jejich
soucet je roven
2a-1004+a - 10+ a = 211a.

Ze stejného dtvodu jako v predchozim pripadé takto pozadovany soucet dostat
nelze.

e S tfemi navzajem riznymi nenulovymi ¢islicemi lze sestavit ¢isla abe, ach, bac, bea,
cab, cba. Jejich soucet je roven

(2a + 2b + 2¢) - 100 + (2a + 2b + 2¢) - 10 + (2a + 2b + 2¢) = 222(a + b + ¢).

Cislo 1221 vsak neni délitelné 222, timto zptisobem tedy pozadovany soucet dostat
nelze.

e Se dvéma stejnymi nenulovymi c¢islicemi a tifetim riznym nenulovym lze sestavit
¢isla aab, aba, baa. Jejich soucet je roven

(2a +b) - 100 + (2a + b) - 10 + (2a + b) = 111(2a + b).

Protoze 1221 = 111-11, Ize pozadovany soucet dostat praveé tehdy, kdyz 2a+b = 11
neboli b = 11 — 2a. Mezi ¢islicemi od 1 do 9 vyhovuji této podmince pravé dvojice:

a=1,2 34,5,
b=9,75,3, 1.

Vérka mohla pouzit kteroukoli z nasledujicich trojic ¢islic:

(1,1,9), (2,2,7), (3,3,5), (4,4,3), (5,5,1).
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7Z8-1-2
trojuhelniku HAM a bod R lezi na polopiimce T A.

Jaky je pomeér obsahti ¢asti trojuhelniku T'RN, které jsou uvniti a vné trojihelniku
HAM? (E. Semerddovad)
Napovéda. Tézisté je prusecikem téZnic.

Mozné FeSeni. Tézisté je prusecikem téznic, a ty jsou v rovnostranném trojtihelniku
soucasné vyskami i osami vnitinich thli. Témito pfimkami je trojuhelnik HAM roz-
délen na Sest navzdjem shodnych trojihelnik.

Zejména velikosti vnittnich hld kazdého z téchto trojihelnikd jsou 90° u vrcholt
na stranach HAM (pata vysky), 30° u vrchola HAM (polovina vnitiniho thlu rovno-
stranného trojuhelniku) a 60° u vrcholu 7' (aby soucet vSech byl 180°).

Oznac¢me P prusecik stran trojuhelnikit HAM a TRN. Trojuhelnik AT P je spo-
le¢nou ¢asti trojuhelnikt HAM a T'RN. Porovnanim vnitinich thlt u vrcholu T zjistu-
jeme, ze trojuhelnik AT P je jednim ze Sesti vyse zminovanych shodnych trojuhelniki.

M
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Trojahelniky HAM a T RN jsou shodné a jejich spolecna ¢ast predstavuje % obsahu
kazdého. Proto ¢ast trojuhelniku T'RN, ktera lezi vné trojuhelniku H AM , predstavuje
% jeho obsahu. Pomeér obsahti téchto ¢asti je 1 : 5.

Poznamka. Ze zadani nevime, zda bod P lezi na strané AM, nebo AH. Volba na
obrazku neni podstatnd, v obou pripadech jsou zavéry i jejich zdivodnéni stejné.

7Z8-1-3

Na nové objevené planeté ziji zvirata, kterad astronauti pojmenovali podle poctu
nohou jednonozky, dvounozky, trojnozky atd. (zvifata bez nohou nebyla nalezena).
Zvirata s lichym poctem nohou maji dvé hlavy, zvirata se sudym poctem nohou maji
jednu hlavu. V jisté prohlubni potkali skupinu takovych zvifat a napocitali u nich 18
hlav a 24 nohou.

Kolik zvitat mohlo byt v prohlubni? Urcete vSechny moznosti. (T. Bdrta)

Napovéda. Pocty hlav i nohou v prohlubni jsou sudé.

MozZné reseni. Protoze celkovy pocet hlav zvifat v prohlubni byl sudy, musel byt
pocet jednohlavych zvirat sudy. Protoze jednohlava zvifata maji sudé pocty nohou,
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dvouhlava zvifata maji liché pocty nohou a celkovy pocet nohou byl sudy, musel byt
pocet dvouhlavych zvirat také sudy. Protoze nohou bylo celkem 24, nemohlo byt jed-
nohlavych zvitat vic nez 12.

Oznac¢me pocet jednohlavych, resp. dvouhlavych zvifat v prohlubni j, resp. d.
Piedchozi zavéry odpovidaji pozadavkim, aby j a d byla kladna sudé ¢isla a j < 12.
Informace o poc¢tu hlav navic znamena j + 2d = 18. VSem témto pozadavkiim vyhovuji
pravé nasledujici dvojice cisel:

j=2,6, 10,
d=2_8, 6, 4.

Pro kazdou z uvedenych moznosti je tieba ovérit, zda mohla skute¢né nastat, tj.
zda existuje priklad pocti jednotlivych druhti zvirat se spravnym celkovym poctem
nohou:

e Pro j = 2 a d = 8 mohlo jit napt. o 2 ¢tyrnozky, 4 jednonozky a 4 trojnozky

(2-44+4-1+4-3=24).

e Pro j = 6 a d = 6 mohlo jit napf. o 6 dvounozek, 3 jednonozky a 3 trojnozky

(6-2+3-1+3-3=24).

e Pro j =10 a d = 4 mohlo jit o 10 dvounozek a 4 jednonozky (10-2+4-1 = 24).
V prohlubni mohlo byt 10, 12, nebo 14 zvirat.

Z8-1-4

V dané skupiné cisel je jedno ¢islo rovno primeéru vSech, nejvetsi ¢islo je o 7 vétsi nez
primeér, nejmensi je o 7 mensi nez prameér a vétsina cisel ze skupiny mé podprimérnou
hodnotu.

Jaky nejmensi pocet ¢isel muze byt ve skupiné? (K. Pazourek)

Napovéda. Jaky je prumér tii bliZeji popsanych ¢isel ze skupiny?

MozZné feseni. Oznacme prumér ¢isel ve skupiné p. Nejmensi ¢islo ze skupiny je p—7,
nejvetsi p + 7. Primeér téchto tii ¢isel je p, priamér zbylych ¢isel ze skupiny proto musi
byt tentyz.

Tedy néktera ze zbylych ¢isel musi byt mensi, néktera vétsi nez p. Aby navic vétsina
¢isel byla podprimérnych, musi byt téch, ktera jsou mensi nez p, alespon o dvé vic nez
téch, kterd jsou vétsi nez p.

Ve skupin€ je nejméné sedm cisel, schematicky usporddanych nasledovné:

p_77 *, *, *, b, *, p+7

Poznamky. Vyhovujicich sedmic ¢isel je neomezené mnozstvi; lze je popsat napt. takto

p_77 b—a, p_b> p—c b, p+d7 p+77

kde 0 < a,b,c,d £ 7 aa+b+ c=d. (Piikladem muze byt sedmice —7, —4, —1, —1, 0,
6, 7.)

Formalni zdtivodnéni ivodniho postiehu vyplyva z definice (aritmetického) pri-
meéru: pokud zbylych ¢isel ze skupiny je n a jejich soucet je s, potom jejich priameér je
2, zatimco priimér vSech je 2+_+3,§) = p. Upravami druhého vjrazu dostavame 2 =p.

Ulohu je mozné Fesit postupnym zvySovanim poétu &sel ve skupiné a ovéfovanim
vSech zadanych podminek.
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Z8-1-5
V pravidelném pétithelniku ABCDE je obsazen rovnostranny trojuhelnik ABM.
Urcete velikost thlu BC'M. (L. Hozova)

Napovéda. Jaké jsou velikosti vnitinich thld pravidelného pétithelniku?

Mozné resSeni. Velikost vnitinich thlt rovnostranného trojihelniku je 60°, velikost
vnitinich thla pravidelného pétithelniku je 108°. U vrcholu B tak zjistujeme, ze velikost
thlu CBM je 108° — 60° = 48°.

Usecky AB, BC a BM jsou navzajem shodné, tedy trojihelnik CBM je rovnora-
menny se zakladnou C'M. Vnitini thly u zdkladny jsou shodné a soucet vSech je primy
thel. Velikost thlu BC'M je proto rovna £ (180° — 48°) = 66°.

D

Poznamka. Obecny n-thelnik 1ze rozdélit na n — 2 trojuhelniky (jejichz vrcholy jsou
vrcholy n-uhelniku), tedy soudet velikosti jeho vnitinich Ghld je (n—2)-180°. Pravidelny
n-uhelnik mé vSechny vnitini hly shodné, tedy velikost kazdého je "T_Z - 180°. Odtud
plynou tvodni vztahy pron =3 an = 5.

Pravidelny n-thelnik lze téz rozdélit na n shodnych rovnoramennych trojihelniki
se spole¢nym vrcholem ve stfedu n-thelniku. Pro n = 5 dostavame, ze tthel ASB ma
velikost £ -360° = 72°, tedy Ze tthly SAB, SBA atd. mayji velikost 3(180° —72°) = 54°.
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Z8-1-6
Alenka dostala list papiru s nasledujicim sdélenim:

Nejvyse jedno z tvrzeni A, B, C, D, E je pravdivé.

Vsechna tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdivd.

SESRORE

Turzeni A je pravdive.

Tvrzeni B a D byla napsana neviditelnym inkoustem, ktery lze precist jen pod
specialni lampou. Nez Alenka takovou lampu nasla, dokézala rozhodnout, zda muze
témto tvrzenim divérovat.

Urcete i vy, kterd z tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdiva a ktera nepravdiva.

(1. Jancigovd)

Napovéda. Postupujte systematicky a promyslejte vSechny dusledky.

MozZné reseni. Pokud by tvrzeni A bylo pravdivé, potom by také tvrzeni E bylo
pravdivé. To by vsak byla pravdiva dvé tvrzeni, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Pokud by tvrzeni C' bylo pravdivé, potom by vSechna tvrzeni méla byt pravdiva.
To by vsak bylo pravdivych tvrzeni vic nez jedno, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Pokud by tvrzeni F bylo pravdivé, potom by tvrzeni A mélo byt také pravdivé. To
by vSak byla pravdiva dvé tvrzeni, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Tedy vSechna viditelnd tvrzeni jsou nepravdiva. Z nepravdivosti A vyplyva, ze
alespon dvé ze vSech tvrzeni jsou pravdiva, a to musi byt ta neviditelna.
Tvrzeni B, D jsou pravdiva, tvrzeni A, C, E jsou nepravdiva.

Poznamka. V pfedchozim tise pfedpoklddame, Ze kazdé z tvrzeni je bud pravdivé,
nebo nepravdivé (odborné mluvime o vgrocich). Uvédomte si, Ze existuji problematicka
sdéleni, o jejichz pravdivosti ¢i nepravdivosti nelze rozhodnout (viz napt. Toto tuvrzeni
je nepravdivé).
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