71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Adam, Botek a Cenda porovnavali, kolik kg kastant nasbirali. Zjistili, Ze aritme-
ticky priimér toho, co nasbiral Adam s Botkem, je o 10 kg vétsi nez Cendtiv piispévek.
A aritmeticky primér toho, co nasbiral Adam s Cendou, je o 3 kg mensi nez Boiktv
prispévek.

Uréete rozdil mezi aritmetickym préimérem toho, co nasbiral Botek s Cendou,
a Adamovym prispévkem. (M. Petrovad)

Napovéda. Vyjadrete vztahy ze zadani pomoci neznamych.

Mozné FeSeni. Mnozstvi kastant (v kg) nasbirané Adamem, Botkem a Cendou ozna-
¢ime po tadé a, b a c. Podle zadani plati

a+b a-+c

5 c+ 10, 9
Chceme urcit rozdil mezi % a a. K tomu staci predchozi dvé rovnice secist a upravit:
b
e+t b,
b+c
7=

¢ 2

Adamuv prispévek je o 7 kg vétsi nez aritmeticky prumér toho, co nasbiral Bofek
s Cendou.

Poznamky. Pokud bychom hledany rozdil oznacdili x a k ivodnim dvéma rovnicim
pridali % = a — x, potom soucet vSech t¥i rovnic (a jednoduché tprava) dava = = 7.
Uvodni dvojice rovnic je ekvivalentni dvojici

a+b—2c=20, a—2b+c=—6.

Odtud lze vyjadfit dvé z neznamych pomoci tteti, a to napt. takto

26 34
b:?+c, a:§—|—c. (%)
Hledany rozdil potom vychazi
b+c 34 . 26 21 -
a — = — C—— —C= — = {.
2 3 6 3

Bez dodate¢né informace nelze urcit, kolik jednotlivi chlapci nasbirali (méné rovnic
nez neznamych). Z predchoziho postupu je vSak patrné, ze tloha je realizovatelna: at uz
Cenda nasbiral cokoli, je ¢ nezdporné, a z vyjadieni () vyplyva, Ze piispévky ostatnich
chlapci a a b jsou téz nezaporné.
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79-1-2

Jana si vymyslela 2022mistné ¢islo a jeho ciferny soucet poseptala Petrovi. Petr vy-
pocital ciferny soucet ¢isla, které mu sdélila Jana, a vysledek poseptal Zuzce. Zuzka téz
vypocitala ciferny soucet ¢isla, které dostala od Petra, a vysledek, jimz bylo dvojmistné
¢islo, poseptala Adamovi. Adam provedl totéz s Cislem od Zuzky a vysel mu ciferny
soucet 1.

Ktera ¢isla mohl septat Petr Zuzce? Uréete vSechny moznosti. (1. Jancigovd)

Napovéda. Jaky nejvétsi ciferny soucet muze mit 2022mistné ¢islo?

Mozné feseni. Ciferny soucet 2022mistného ¢isla mize byt nanejvys 2022 -9 = 18198
(tj. pro ¢islo tvorené samymi devitkami). To je zaroven nejvétsi ¢islo, které mohla
poseptat Jana Petrovi.

Ciferny soucet ¢isla, které je mensi nebo rovno 18198, muze byt nanejvys 36 (pro
¢islo 9999). To je zaroven nejvétsi ¢islo, které mohl poseptat Petr Zuzce.

Avsak Zuzka Adamovi poseptala dvojmistné ¢islo s cifernym souctem 1, tj. jediné
¢islo 10. Petr Zuzce tedy poseptal ¢islo mensi nebo rovno 36 s cifernym souctem 10,
tj. bud 19, nebo 28.

Poznamka. Ciferné soucty mohou byt v danych mezich jakékoliv, tedy jisté existuji
2022mistna c¢isla vyhovujici vSéem uvedenym informacim. Napi. ¢islo tvorené jednou
jednickou, 22 devitkami a ostatnimi ¢islicemi nulovymi m4 ciferny soucet 1+22-9 = 199,
to ma ciferny soucet 19 atd.

Z9-1-3

Je dan pravidelny trojboky hranol s podstavnou hranou délky 3,2 cm a vyskou 5 cm.
Jeho plast omotavame Sachovnicovou folii, kterd sestavé z neprithlednych a prithlednych
¢tvercovych poli se stranami délky 1cm. Zacatek félie licuje s hranou hranolu (viz
obrazek) a délka fdlie vystaci pravé na dvoji omotani celého plaste.

Kolik procent plasté hranolu bude pres folii po omotéani vidét? Tloustku félie za-
nedbejte. (K. Pazourek)

Napovéda. Kolik jakych poli je na plasti po prvnim omotani félie?

MozZné reSeni. Plast hranolu tvori t¥i shodné obdélniky s rozméry 3,2cm x 5cm,
rozvinuty plast je obdélnik s rozméry 9,6 cm x 5cm, obsah plasté je 48 cm?.
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Po prvnim omotani vypada rozvinuty plast nasledovné (pro rozliSeni vrstev pou-
Zivdme ruzné odstiny Sedé):

Na délce 9,6 cm vychézi pole Ssachovnice nasledovné: 22 prithlednych poli jsou celé
¢tverce, 3 prithlednd pole jsou obdélniky se sitkou 0,6 cm (a vyskou 1cm). O chybéjici
0,4 cm je folie posunuta pti druhém omotéani:

Vsechna prihledna pole jsou tak zmensena o 0,4 cm své Sirky. Celkem po dvojim
omotani je prihlednd ¢ast tvorena 22 obdélniky s rozmeéry 0,6 cm x 1cm a 3 obdélniky
s rozméry 0,2cm X 1cm. Pies fdlii je tedy vidét 13,8 cm? plasté hranolu (22 - 0,6 + 3 -
-0,2 = 13,8), coz z celkového obsahu 48 cm? predstavuje 28,75 % (13,8 : 48 = 0,2875).

Z9-1-4

Deltoid je konvexni ¢tyithelnik s jedinou osou soumérnosti. Deltoid ABCD je
soumérny podle thlopricky AC se stranou AB délky 5cm, se stranou BC' délky 3 cm
a s uhlem BC'D velikosti 60°. Bod FE je patou kolmice z vrcholu B na stranu AD a F

je patou kolmice z vrcholu D na stranu BC.
Urcete obvod a obsah ¢tyithelniku DEBF. (K. Pazourek)

Napovéda. Rozdélte utvary na ¢asti podle uhlopricky BD.

MozZné reSeni. Z osové soumérnosti deltoidu plyne, Ze trojuhelniky BC'D a BAD jsou
rovnoramenné. Trojuhelnik BC'D je navic rovnostranny, nebot tthel BC' D mé velikost
60°. Tedy pata vysky z vrcholu D je stfedem tusecky BC' a velikosti dvou ze ¢tyf stran
¢tyrtahelniku DEBF' jsou

3v/3

3
|BF| = 5 cm, |FD| = —5 - om.
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Uhlopticky deltoidu jsou navzéajem kolmé, jejich priisecik oznacime S. Trojthelnik
BED je podobny trojuhelniku ASD, nebot oba jsou pravouhlé a maji spoleény thel
u vrcholu D. Odtud lze porovnanim vhodnych stran vyjadrit velikost isecky D FE; z rov-
nosti [DE| : |DB| = |DS|: |DA| a |DS| = |DB| dostévame

DB|? 9
|IDB| = — (cm).

DE| = -
PEL= 5541 =~ 10

Z Pythagorovy véty v trojuhelniku BED umime vyjadrit velikost posledni strany
¢tyitahelniku DEBF'":

819 301

[BE| = /[BDE = [DE? = |/ 1= = =¥ = (cm).

Obvod ctyttuhelniku DEBF je roven

24  3v/3 301

BF FD DE EB|l= —+ — = .
Obsah ¢tyiahelniku DEBF je roven

1 9v3 2791

5(|BF| -|FD|+ |DE| - |EB|) = ‘Sf +0p = 324 (cm?).

Poznamky. Ve vyjadfeni velikosti F'D odkazujeme na dobfe znamy vzorecek pro
vysku rovnostranného trojihelniku (ktery je odvozen z Pythagorovy véty v trojihelniku
BFD).

Velikost BE lze odvodit z dvojiho vyjadfeni obsahu trojuhelniku ABD), presnéji
z rovnosti |BE| - |AD| = |AS| - |BD|, kde |AS| = @ cm je vypocteno z Pythagorovy
véty v trojuhelniku ABS.
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79-1-5
Vodnik Kebule nakupoval v rybarné kapitana Nema, kde ceny vseho zbozi byly
uvedeny v celych Supinkach. Kdyby Kebule koupil 2 raky, 3 skeble a 1 stiku, zaplatil
by 49 supinek. Pokud by prikoupil jesté 5 rakt, 11 skebli a 1 stiku, platil by celkem 154
supinek.
Kolik supinek by platil za 1 raka, 2 skeble a 3 stiky? Urcete vSechny moznosti.
(K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete vztahy ze zadani pomoci neznamych.

Mozné fesSeni. Oznacme po tadé r, k a t pocet Supinek, které stoji jeden rak, jedna
skeble a jedna Stika. Informace o prvnim uvazovaném nakupu znamena

2r 4+ 3k +t =49. (1)
Za prikoupené zbozi by Kebule doplacel 154 — 49 = 105 Supinek, tedy
or 4+ 11k 4+t = 105. (2)
Odectenim prvni rovnice od druhé dostavame
3r 4 8k = 56.

Neznamé r a k jsou cela ¢isla a
3
]{? = 7 — g?", (3)

proto r musi byt délitelné osmi. Nezndmé r a k jsou navic kladna ¢isla, tedy r muze
byt bud 8, nebo 16.

Pro r = 8 a 16 umime vyjadfit k£ podle (3) a ¢ pomoci (1), resp. (2). Pokud také
t vyjde kladné, dopocitdme hledanou cenu za 1 raka, 2 skeble a 3 stiky:

T k t r+ 2k + 3t

8 4 21 79

16 1 14 60

Kebule by za 1 raka, 2 Skeble a 3 $tiky mohl platit bud 79, nebo 60 Supinek.

Poznamka. Délitelnost ¢isla r osmi znamend, ze r = 87/, kde r’ je né&jaké celé ¢islo.
Odtud podle (3) vychéazi k = 7 — 3r" a pomoci (1), resp. (2) dostavame t = 28 — 7r'.
Hledany soucet je pak roven r + 2k + 3t = 98 — 19" a sloupce v ptedchozi tabulce
odpovidaji

8r' 7—3r 28 — 7' 98 — 197/

Vsechna ¢isla jsou kladné, pravé kdyz ' je bud 1, nebo 2, coz souhlasi s vySe uvedenymi
omezenimi.
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79-1-6

Jsou dana dveé rtzna c¢isla. Pokud od kazdého ¢isla odec¢teme ¢tvrtinu mensiho cisla,
dostaneme c¢isla, z nichz jedno bude pétkrat vétsi nez druhé.

Kolikrét je dané vétsi ¢islo vétsi nez to mensi? (L. Hozovad)

Napovéda. Hraji néjakou roli znaménka uvazovanych ¢isel?

Mozné reseni. Dand ¢isla oznac¢ime m a v, pfi¢emz m < v. Uvedena relace se nezméni,
pokud od obou ¢isel odec¢teme (jakékoli) stejné ¢islo. Zejména plati

3< 1
M <v = gm.

Aby jedno z ¢isel v predchozi nerovnosti bylo pétindsobkem druhého, musi mit obé
stejna znaménka:

e Pokud jsou obé cisla kladné, potom

3 1
d-=m=v— —m.
4 4

Odtud dostavame v = %m = 4m.

e Pokud jsou obé cisla zaporna, potom

3 1
Zm:5-(v—zlm).

Odtud dostavame 5v = %m, tedy v = %m.

alno

Vztah mezi danymi ¢isly je bud v = 4m, nebo v = zm.

Poznamka. Z uvedeného mj. plyne, ze dana ¢isla maji stejnd znaménka.
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