72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Na louce bylo 45 ovci a nékolik pastyita. Po odchodu poloviny pastyia a tfetiny ovci
méli zbyvajici pastyfi a ovce dohromady 126 nohou. Pritom vSechny ovce a vSichni pastyti
meéli obvyklé poc¢ty nohou.

Kolik pastyita bylo ptivodné na louce? (L. Hozovad)

Napovéda. Kolik ovci bylo po odchodu na louce?

Mozné feSeni. Po odchodu tfetiny ovci jich na louce zistaly dvé tfetiny z ptuvodniho
poctu, tedy 30 ovci (% -45 = 30). Ty maji celkem 120 nohou (30 - 4 = 120).

Pastyfi, ktefi na louce zustali, méli celkem 6 nohou (126 — 120 = 6), tedy ztstali 3
pastyfi (6 : 2 = 3). Pastyit odesla polovina, tedy ptvodné jich bylo 6 (3 -2 = 6).

7Z5-1-2
Marta hraje hru, ve které hada pétimistné ¢islo tvofené navzajem riznymi cislicemi.
Pribéh prvnich tii kol vypada takto:

1. kolo 2 6 1 3 8
2. kolo 4 1 9 6 2
3. kolo 8 1 0 2 5

Barva policka prozrazuje néco o ¢islici v ném obsazené:

e zelené policko znamena, ze Cislice se v hadaném c¢isle vyskytuje, a to na tomtéz miste,
e 7luté policko znamena, ze Cislice se v hadaném cisle vyskytuje, ale na jiném misteé,
e Sedé policko znamena, ze Cislice se v hadaném c¢isle nevyskytuje.
Vysvétlete, zda Marta mtize, ¢i nemize cislo s jistotou uhodnout v nasledujicim kole?
(J. Tkadlec)

Napovéda. Které ¢islice se mohou v ¢isle vyskytovat?

MozZné teSeni. V hiadaném dcisle se nevyskytuji ¢islice ze Sedych policek, tj. 0, 3, 5, 6, 9.
Zbyva pravé pét cislic — 1, 2, 4, 7, 8 — jejichz poradi se postupné pokusime urcit podle
zbylych policek. V kazdém kroku zohlednujeme vSechny predchozi zavéry:
e Cislice 1 miize byt jediné na druhém misté.
o Cislice 2 nemiize byt ani na druhém, ani na prvnim, ¢tvrtém a patém misté; miize byt
jediné na tretim misté.
e Cislice 8 nemfize byt ani na druhém a t¥etim, ani na prvnim a patém misté; mtze byt
jediné na ¢tvrtém misté.



o Clislice 4 nemiize byt ani na druhém, tfetim a ¢tvrtém, ani na prvnim misté; miéize byt
jediné na patém misté.
e Cislice 7 nemtize byt na druhém, tfetim, étvrtém a patém misté; miize byt jediné na
prvnim miste.
Jako jedina moznost vychézi ¢islo 71284, které vyhovuje vSem uvedenym pozadavktm.
Marta miuze ¢islo s jistotou uhodnout, a to napt. vySe popsanym zptisobem.

Poznamka. Soucasti tlohy je i popis postupu vedouciho ke spravné odpovédi. Uhodnuté
¢islo bez priméreného zdivodnéni nelze hodnotit nejlepsim stupném.
7Z5-1-3

Ve ¢tvercové siti je dan trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou uzlovymi body sité:

V dostate¢né rozsifené siti nakreslete ¢tyfi rozdilné (navzajem neshodné) mnohouhel-
niky s dvojndsobnym obvodem. (E. Novotnad)

Napovéda. Jaké typy tsecek vidite na obvodu daného trojuhelniku?

MozZné teSeni. Obvod trojuhelniku je tvofen tfemi hranami sité, jednou thlopfickou
¢tverce 1x 1 a jednou uhlopfickou obdélniku 1 x 2. V novych mnohothelnicich staci vSechny
tyto ¢asti pouzit v dvojnasobném poctu.

To lze udélat velmi rozlicnymi zptsoby; v nésledujicim vybéru vyhovujicich mno-
hotihelnikd jsou zastoupeny riuzné napady (mélo/mnoho vrchold, soumérné/nesoumérné,
konvexni/nekonvexni):




7Z5-1-4

Nikola méla jedno trojmistné a jedno dvojmistné ¢islo. Kazdé z téchto ¢isel bylo kladné
a tvofené navzajem riznymi ¢islicemi. Rozdil Nikolinych cisel byl 976.

Jaky byl jejich soudet? (L. Hozova)

Napovéda. Ktera trojmistna ¢isla prichazeji v ivahu?

Mozné FesSeni. Nejvétsi trojmistné ¢islo s navzajem riznymi cislicemi je 987. Pokud by
tohle bylo jedno z Nikolinych éisel, to druhé by muselo byt 11 (aby rozdil byl 976). To
je dvojmistné c¢islo, avSak neni tvofeno rtznymi ¢islicemi, tedy nemohlo byt Nikolinym
¢islem.

Nejblizsi mensi trojmistné ¢islo s navzajem riznymi cislicemi je 986. Pokud by tohle
bylo jedno z Nikolinych ¢isel, to druhé by muselo byt 10. To je dvojmistné ¢islo s riznymi
¢islicemi, tedy mozné Nikolino ¢islo.

Z4dn4 jina dvojice nepiipadé v ivahu, nebot 10 je nejmensi dvojmistné ¢islo. Nikolina
¢isla byla 986 a 10, tedy jejich soucet byl 996.

Poznamky. Lze uvazovat také obracené od nejmensiho dvojmistného ¢isla: Pokud by
jedno z Nikolinych ¢isel bylo 10, to druhé by muselo byt 986 (aby rozdil byl 976). To
je trojmistné ¢islo s navzajem rtiznymi cislicemi, tedy mozné Nikolino ¢islo. Pro dalsi
dvojmistna ¢isla s riznymi ¢islicemi (12, 13, 14, 15, ...) by druhé é¢islo bud obsahovalo
dvé stejné ¢islice (988, 989, 990, 991, ... ), nebo by nebylo trojmistné (pro dvojmistna ¢isla
vétsi nez 23). Tedy 10 a 986 byla Nikolina éisla.

Neni tézké odhalit vyhovujici dvojici ¢isel. Soucasti tlohy je také rozbor dalsich moz-
nosti, tedy zdtivodnéni, Ze vic takovych dvojic neni. Reseni bez piiméieného rozboru nelze
hodnotit nejlepsim stupném.

Z5-1-5

TTi zaby se naucily skakat po zebiiku. Kazda dovede skadkat jak nahoru, tak doli,
ovSem jen o ur¢ité poéty pricek. Zaby zacinaji na zemi a kazdéa by se rada dostala na svoji
oblibenou pricku:

e mala zaba umi skakat o 2 nebo o 3 pricky a chce se dostat na sedmou pricku,
e stredni zaba umi skakat o 2 nebo o 4 pricky a chce se dostat na prvni pticku,
e velkd zadba umi skdkat o 6 nebo o 9 pricek a chce se dostat na treti pricku.

Pro jednotlivé zaby rozhodnéte, zda je jejich prani splnitelné. Pokud ano, popiste jak.
Pokud ne, vysvétlete proc. (V. Hucikovd)
Napovéda. Pokud se vam nedafi dostat na danou pricku, zkuste jinou.

MozZné reseni.
e Mala zaba muze postupné skocit nahoru o 2, o 2 a o 3 pricky, ¢imz se dostane na
sedmou pricku.
e Velka zaba miize postupné skocit o 9 pricek nahoru a o 6 pricek dolid, ¢imz se dostane
na treti pricku.
e Stfedni zadba umi skakat jen o sudé pocty pricek, tedy jeji dosazitelné pricky jsou vzdy
sudé. Na prvni pricku se tato zaba nedostane.
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Poznamka. Uvedené ptiklady u kladnych odpovédi jsou nejjednodussi, avsak nikoli jediné
mozné. Mald zaba miize napt. skdkat pétkrat o 2 pricky nahoru, jednou o 3 pricky dold
a dostane se na tutéz pricku. Pokud jsou tulohy tohoto typu fesitelné, pak mivaji neomezené
mnozstvi feSeni. V nasem piipadé lze navic povazovat jind (pfipustnd) poradi skoku za jiné
feSeni.

7Z5-1-6

Jindra sbira hraci kostky, vsechny stejné velikosti. Vcera nasel krabicku, do niz zacal
kostky skladat. Jednou vrstvou kostek se mu podarilo presné vyskladat ¢tvercové dno.
Obdobne vyskladal pét dalsich vrstev, ovsem v poloviné nasledujici vrstvy mu dosly kostky.
Dnes Jindra od babicky dostal 18 dalsich kostek, které mu presné chybély na dokonceni

této vrstvy.
Kolik kostek mél Jindra véera? (M. Petrovad)

Napovéda. Kolik kostek mél Jindra v kazdé Gplné vrstvé?

Mozné fesSeni. Novych 18 kostek od babic¢ky predstavovalo polovinu vSech kostek v nedo-
koncené (stejné jako v kazdé jiné) vrstvé. Tedy v jedné vrstvé bylo 36 kostek (2-18 = 36).
Vrstvy jsou vskutku ¢tvercové, a to se 6 fadami po 6 kostkach (6 -6 = 36).

Vcéera mél Jindra vyskladano Sest plnych vrstev a polovinu sedmé. Celkem tak mél
234 kostek (6 - 36 + 18 = 234).

Poznamky. V uvedeném feseni pro zjistény pocet kostek ve vrstvé ovéirujeme, ze mohly
tvorit ctverec. Naopak lze zacit zkousenim moznych rozméra ctvercové vrstvy tak, aby
polovina predstavovala 18 kostek. Rychle dospéjeme k téze moznosti 6 fad po 6 kostkéch.

Polovinu vrstvy lze preskladat do obdélniku, jehoz jedna strana je polovi¢ni vzhledem
ke strané druhé. Cislo 18 lze v tomto duchu rozlozit jediné jako 18 = 3 - 6. Tedy jedna
vrstva sestavala z 6 - 6 = 36 kostek.



