72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

/7 7/

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Uvazujme 2022 zlomki

0 1 2 2021

20227 20217 2020 7 1

ve tvaru podilu dvou celyjch nezapornych cisel, jejichZ soucet je pro kaZdy zlomek
roven 2022. Kolik z nich nabyvd celociselné hodnoty? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Rozdil dvou prirozenych cisel je roven 4, pricemz jedno z ¢isel je nasobkem
druhého. O jaka ¢isla se jedna?

Cislo 73 rozlozte na soucet dvou piirozenych ¢isel tak, aby jejich podil byl také
prirozené cislo.
Rozhodnéte, pro ktera prirozena cisla n nabyva zlomek

4dn + 1
2n — 3

celoc¢iselné hodnoty.

Rozhodnéte, pro ktera prirozena cisla n nabyva zlomek

n—+ 72
2n

celoc¢iselné hodnoty.

Kazdy zlomek ze zadani soutézni ulohy, ktery nenabyvd celoc¢iselné hodnoty,
zkratime na zlomek v zdkladnim tvaru. Urcete vsechny ty ptvodni zlomky, které
po zkraceni budou mit jmenovatel rovny 2.



72. ROCNIK MO (2022/2023) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

2. Sebestovd md z pétiminutovek primér zndmek presné 1,12. Dokazte, Ze z mich md
aspon 22 jednicek. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pazout dostal z desetiminutovek osmkrat znamku 5, Sestkrat znamku 4, ¢tyrikrat
znamku 3 a dvakrat znamku 2. Kolik by k tomu jesté musel dostat jednicek, aby
se priumeér jeho znamek zlepsil presné o 1 stupen?

Horacek dostal z desetiminutovek nejprve trikrat znamku 2, dalsi jeho znamky
uz byly pouze pétky. Kolik jich dostal, byl-li primeér jeho zndmek horsi nez 4,27
Cermékova méla z desetiminutovek, kterjch bylo méné nez 15, primér znamek
presné 1,75. O kolik znamek mohlo jit?

Mach tvrdi, ze kdyby z dalsi desetiminutovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak
prumér z presné 1,15 na presné 1,12. Je to mozné?

Kropacek mél z nékolika desetiminutovek priumér znamek priblizné 3,14 (zao-
krouhleno na setiny). Mohlo jit o osm zndmek?

3. V trojuhelniku ABC oznacme M stred strany AB, N stred strany AC a P stred
usecky M N. Dokazte, Ze pokud |M N| = |AP|, pak BP 1L CP.

(Patrik Bak, Eliska Macakova)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Uzitim podobnych trojihelnikt odvodte znamou vlastnost stfednich pticek obec-
ného trojuhelnitku ABC" Je-li M stred strany AB a N stred strany AC, pak
MN || BC a |[MN| = 3|BC|.

Jsou dany rovnobézky p, g a bod S, ktery na nich nelezi. Na pfimce p jsou dany tii
ruzné body A, B, C. Pruseciky primky ¢ s ptimkami SA, SB, SC' jsou oznaceny
po tadé D, E, F'. Dokazte rovnosti

|AB| B |AC| B |BC| B |SA| B |SB| B |SC
|DE|  |DF| |EF| |SD| |SE| |SF|

Pripomente si Thaletovu vétu a uzijte ji k dikazu tvrzeni: Osa pravého tihlu
v riiznostranném pravoiihlém trojihelniku pili thel mezi jeho vyskou k preponé
a téznici k preponeé.

Vrchol C ¢tverct ABCD a CJKL je vnitinim bodem tsecky AK i tsecky DJ,
body E, F, G a H jsou po radé stredy usecek BC', BK, DK a DC'. Urcete obsah
c¢tyriuhelniku FFGH pomoci obsaht S a T' ¢tverct ABCD a CJKL.

V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC' takovy, ze kruznice k(A;|AC|) pro-
tind preponu AB v jejim stfedu S. Dokazte, ze kruznice opsana trojihelniku BC'S
je shodné s kruznici k.

V lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D oznac¢ime P prusecik os vnitinich
uhli u vrcholi A, D a @ prusecik os vnitrnich thli u vrcholu B, C'. Dokazte, ze
body P a @ lezi na téze rovnobézce se zakladnami lichobézniku.
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4. Mach hraje nasledujici hru. Na zacdtku je na stole k hromddek, na nichz je postupné
1,2,3,...,k Zetonu. V kaZdém tahu vybere libovolné dve hromddky a odstrani z obou
stejny pocet Zetonu. Jeho cilem je, aby na stole zustal jediny Zeton. MuzZe se mu to
podatit a) pro k =10, b) pro k =117 (Radek Horensky)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Sebestovéa roztrhla list papiru na tii kousky, poté nékteré z téchto kouskt opét
roztrhla kazdy na tfi kousky, atd. Rozhodnéte, které pocty kousku 4, 5, 6, ...,
20 mohla timto postupem ziskat.

N2. Na tabuli je napsano a) 5 pismen R a 5 pismen S, b) 25 pismen R a 30 pismen S.
V kazdém kroku smazeme dvé napsana pismena a nahradime je pismenem R,
resp. S, byla-li smazana pismena rizna, resp. stejnd. Které pismeno ztstane na
tabuli posledni?

N3. Na tabuli jsou napsany 3 jednicky, 4 dvojky a 3 trojky. V kazdém kroku je
povoleno smazat libovolné dvé rizné cislice a pripsat misto nich zbyvajici tieti
¢islici. Po sérii takovych tprav se nam podatilo dojit k situaci, kdy na tabuli
zustala jedina cislice, a to dvojka. Mohlo se stat, ze pri jiném prubéhu tprav
bychom dosli k jiné jediné ¢islici, tj. k jednicce nebo trojce? Zméni se odpovéd
pri jinych vychozich poctech ¢islic?

D1. Na tabuli jsou napsana prirozena ¢isla od 1 do 100. V kazdém kroku smazeme
trojici po sobé jdoucich ¢isel (existuje-li takova trojice). Mohou na tabuli zistat
nakonec ¢isla, jejichz celkovy soucet bude 1117

D2. Vratme se k situaci z tlohy N3 s obecnymi vychozimi pocty ¢islic. Rozhodnéte,
zda je mozné, abychom dvéma odliSnymi postupy tprav dosli jednou k jediné
¢islici 1 a podruhé k jediné ¢islici 3.

5. Necht ABCDE je pravidelny petiihelnik. Prusecik tuhlo-
pricky AC s osou strany AB oznacme F. Dokazte, Ze
trojuhelniky ABC o CDF maji stejnyg obsah.

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Pripomenme, ze pravidelny pétithelnik je konvexni pétithelnik, které ma shodné
vSechny strany i vSechny vnitini thly.

N1. V pravidelném pétitthelniku ABCDE narysujeme osy vSech jeho stran a osy
vsech jeho uhlopticek. Kolik rtznych primek to bude? Vysvétlete, pro¢ kazda
z nich je osou soumeérnosti celého pétithelniku a prochazi jednim jeho vrcholem.

N2. Dokazte, ze kazdé ¢tyti vrcholy pravidelného pétithelniku tvori vrcholy rovnora-
menného lichobézniku.
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N3.

D1.

D2.

D3.

Rovnobézné tsecky KL a M N nelezi na jedné ptrimce. Dokazte, ze trojuhel-
niky K LM a K LN maji stejny obsah.

V pravidelném pétithelniku ABC' DFE oznacme G prisecik uhlopricek AC a BD.
Dokazte, ze ¢tyttuhelnik AGDE je kosoctverec.

Dokazte, ze dvé uhlopricky pravidelného pétitthelniku, které vychazeji z jednoho
jeho vrcholu, rozdéluji prislusny vnitini thel na tretiny.

Ozna¢me a délku strany a u délku uhlopricky daného pravidelného pétitihelniku.

Dokazte rovnost a2 + au = u?.

. Urcete nejuétsi prirozené c¢islo n = 10 takové, Ze pro libovolngch 10 ruzngjch cisel

z mnoziny {1,2,...,n} plati ndsledujici tvrzeni: Neni-li ani jedno z téchto 10 cisel
prvocislem, pak je soucet néekterych dvou z nich prvocislem. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

Ukazte, Ze z mnoziny {1,2,3,...,10} lze vybrat 4 ruznd ¢isla tak, aby mezi nimi
nebylo zadné prvocislo ani dvé cisla, jejichz soucet je prvocislem. Najdéte rovnéz
vsechny takové vybéry.

Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n 2 2 lze z mnoziny {1,2,3,...,2n} vybrat
n — 1 ¢isel tak, aby mezi nimi nebylo zadné prvocislo ani dvé cisla, jejichz soucet
je prvocislem.

Ukazte, ze pocet vSech Sestimistnych prvocisel neptrevysuje 300 000.

Najdéte nejvétsi trojmistné cislo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dosta-
neme prvocislo.

Kolik nejvyse ¢isel lze vybrat z mnoziny {1,2,...,2018} tak, aby rozdil Zadnych
dvou vybranych c¢isel nebyl roven prvocislu?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Uvazujme 2022 zlomki

0 1 2 2021

20227 20217 202077 1

ve tvaru podilu dvou celjch nezapornych cisel, jejichZ soucet je pro kazdy zlomek
roven 2022. Kolik z nich nabyvd celociselné hodnoty? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Rozdil dvou pfirozenych cisel je roven 4, pricemz jedno z ¢isel je nasobkem
druhého. O jaka ¢isla se jedna? [(5, 1), (6,2), (8,4). Necht a > b jsou hledana ¢isla.
Pak mensi ¢islo b je délitelem vétsiho ¢isla a, a tedy i délitelem cisla a — b, které
se podle zadani rovné 4. Proto b € {1,2,4}. Tento poznatek plyne i z vyjadreni
podilu obou cisel ve tvaru

g — b+_4 =1+ il ]

b b b’

Cislo 73 rozlozte na soucet dvou piirozenych &sel tak, aby jejich podil byl také
ptirozené ¢islo. [Jediné Teseni 72 + 1. Postupujte podobné jako v feSeni NI:
vyuzijte kuprikladu vyjadieni

a 73-0b 73

. |

b b b

a poznatku, Ze 73 je prvodislo.]
Rozhodnéte, pro ktera prirozena cisla n nabyva zlomek

dn+1

2n — 3
celodiselné hodnoty. [n € {1,2,5}. Z tpravy

4n+1_2(2n—3)+7_2 7
2n—3  2n—3  ~  2n—3

vidime, 7Ze hleddme pravé ta n, pro kterd je celé (tfeba i zdporné) ¢islo 2n — 3
délitelem cisla 7, tj. jednim z ¢isel £1, £7. Nékteré z rovnic 2n — 3 = =+1,
2n — 3 = 7 vyhovuji pravé hodnoty n € {—2,1,2,5}, z nichz zdporné n = —2
musime kvili zadani vyloucit.]
Rozhodnéte, pro ktera prirozena cisla n nabyva zlomek

n+ 72

2n

celo¢iselné hodnoty. [n € {8,24,72}. Dany zlomek mé celo¢iselnou hodnotu k,
pravé kdyz plati n + 72 = 2nk neboli 72 = n(2k — 1). Odtud vidime, ze celé ¢islo
2k —1 je kladné a Ze je to lichy délitel ¢isla 72. Proto 2k — 1 € {1,3,9} a rovnost
72 = n(2k — 1) je pak splnéna pro tfi vyse uvedena n.]
Kazdy zlomek ze zadani soutézni ulohy, ktery menabyvd celociselné hodnoty,
zkratime na zlomek v zédkladnim tvaru. Urcete vSechny ty ptivodni zlomky, které
po zkraceni budou mit jmenovatel rovny 2. [2%8, 2%0 a 163248. Budou to prave
zlomky s jmenovatelem 2k pro vhodné k od 1 do 1011, jejichz citatel 2022 — 2k
je délitelny ¢islem k, ne vsak &islem 2k. Ekvivalentné vyjadieno: Cislo 2022 je
délitelné ¢islem k, ne vSak ¢islem 2k. Hleddme tedy ta k£ od 1 do 1011, ktera déli
c¢islo 2022, nedéli vsak ¢islo 1011. Jsou to zfejmé pouze sudd cisla 2, 6 a 674,
kterym odpovidaji t¥i ivodem vypsané zlomky.]
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2. Sebestovd md z pétiminutovek primér zndmek presné 1,12. Dokazte, Ze z mich md
aspon 22 jednicek. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pazout dostal z desetiminutovek osmkrat znamku 5, Sestkrat znamku 4, étyrikrat
znamku 3 a dvakrat znamku 2. Kolik by k tomu jesté musel dostat jednicek, aby
se prumér jeho znamek zlepsil presné o 1 stupen? [10. Potiebny pocet jednicek
ozna¢me n. Protoze piivodni primér ma hodnotu

8:5+6-4+4-3+2-2 80 _ 4
8+6+4+2 20

po pridani n jedni¢ek ma byt roven 3, tj. ma platit
8:5+6-4+4-3+2-2+n-1 80+n
8+6+4+2+n 20+

Resenim rovnice 80 + n = 3(20 4 n) dostaneme n = 10.]

Horacek dostal z desetiminutovek nejprve trikrat zndmku 2, dalsi jeho znamky
uz byly pouze pétky. Kolik jich dostal, byl-li primér jeho znamek horsi nez 4,27
[Aspon 9. Pocet pétek oznacme n. M4 platit

3:24+n-5 H+6 21
= >42=—.
3+n n+3 b}
Upravou nerovnice (5n + 6) -5 > 21 - (n + 3) dostaneme 4n > 33, takze n > 9.]
Cermékova méla z desetiminutovek, kterjch bylo méné nez 15, primér znamek

presné 1,75. O kolik zndmek mohlo jit? [4, 8 nebo 12. Oznaéme p pocet znamek
a s jejich soucet. Plati

s 175 7

-=17h=—=-.

P 100 4
Protoze posledni zlomek je v zakladnim tvaru, musi byt s = 7k a p = 4k pro
vhodné prirozené cislo k. Podle zadani pripadaji v iivahu pouze hodnoty k rovné
1,2a 3]
Mach tvrdi, ze kdyby z dalsi desetiminutovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak
prumér z presné 1,15 na presné 1,12. Je to mozné? [Neni. P¥i praméru 1,15 = %
by byl pocet zndmek p nasobkem ¢isla 20, pfi novém priaméru 1,12 = % by byl
pocet znamek p + 1 nasobkem c¢isla 25. Obé ¢isla p a p + 1 vsak nemohou byt
soucasné nasobky péti. Jiny postup: PTi poc¢tu znamek p s priumérem 1,15 by byl
jejich soucet 1,15p, po obdrzeni nové jednic¢ky by pak mélo platit

1,15p+1
p+1

Tato rovnice ma sice feSeni p = 4, odpovida mu vsak ptvodni soucet znamek
1,15p = 4,6, coz neni celé ¢islo.]

Kropacek mél z nékolika desetiminutovek prumér znamek priblizné 3,14 (zao-
krouhleno na setiny). Mohlo jit o osm zndmek? [Ne. Oznacme p pocet znamek a
s jejich soucet. Hodnota podilu s/p lezi v intervalu (3,135; 3,145), takze celé ¢islo s
lezi v intervalu (3,135p; 3,145p). Pro p = 8 vsak jde o interval (25,08;25,16).]

= 1,12.
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3. V trojuhelniku ABC oznacme M stred strany AB, N stred strany AC a P stred
usecky M N. Dokazte, Ze pokud |M N| = |AP|, pak BP L CP.

(Patrik Bak, Eliska Macakova)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Uzitim podobnych trojihelnikt odvodte zndmou vlastnost stiednich pticek obec-
ného trojuhelniku ABC": Je-li M stred strany AB a N stred strany AC, pak
MN || BC a [MN| = {|BC|. [Jelikoz |AM| : |AB| = |AN| : |AC| = 1: 2, jsou
trojihelniky ABC a AM N podobné podle véty sus. Ze shodnosti jejich thla
ABC a AMN pak plyne M N || BC a diky podobnostnimu poméru 1 : 2 plati
rovnéz |MN| = 1|BC|]

Jsou dany rovnobézky p, ¢ a bod S, ktery na nich nelezi. Na primce p jsou dany tii
ruzné body A, B, C. Pruseciky primky ¢ s primkami SA, SB, SC' jsou oznaceny
po fadé D, E, F'. Dokazte rovnosti

|AB| B |AC| B |BC| B |SA| B |SB| B |SC
|DE|  |DF| |EF| |SD| |SE| |SF|

[Diky shodnosti vrcholovych a souhlasnych ¢ stiidavych thlu jsou podle véty uu
navzdjem podobné trojihelniky SAB a SDE, stejné jako trojuhelniky SAC
a SDF, jakoz i trojuhelniky SBC a SEF. Diky strandm téchto trojihelniki se
spole¢nym krajnim bodem S maji vSechny tii podobnosti stejny koeficient rovny
poslednim tfem zlomkim v dokazované sérii rovnosti; prvni t¥i zlomky vyjadiuji
tento koeficient pro strany protéjsi k vrcholu S doty¢nych trojihelniki.]
Pripomente si Thaletovu vétu a uzijte ji k diukazu tvrzeni: Osa pravého tihlu
v riiznostranném pravotuihlém trojihelniku pili thel mezi jeho vyskou k preponé
a téznici k preponé. [Necht v trojihelniku ABC platiy = 90°a 8 < a, tj. § < 45°.
Oznacme Cy stfed prepony AB a Cy patu vysky z vrcholu C'. Podle Thaletovy
véty v trojihelniku C1C B plati |C1C| = |Cy B, tudiz | BCCy| = |[£C1CB| = p.
V pravotuhlém trojihelniku ACCy zase mame |[$ACCyH| = 90° — |xCoCA| =
= 90° — a = . Uhly BCC; a ACCy, které lezi v pravém thlu ACB, tak maji
tutéz velikost 8 < 45°, a proto se neprekryvaji, a tak osa celého thlu ACB je
soucasné i osou soumeérnosti jeho ,,zbylé“ ¢asti mezi ihly BCCy a ACCy, tj. osou
thlu C1CCy ]

Vrchol C' étvercu ABC'D a C'JKL je vnitinim bodem tsecky AK i usecky DJ,
body E, F', G a H jsou po tadé stiedy tsecek BC, BK, DK a DC'. Urcete obsah
¢tyfuhelniku EFGH pomoci obsaht S a T ¢tverci ABCD a CJKL. [C-55-5-2]
V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC' takovy, ze kruznice k(A; |AC|) pro-
tind preponu AB v jejim stredu S. Dokazte, ze kruznice opsana trojuhelniku BC'S
je shodnd s kruznici k. [C-51-5-2]

V lichobézniku ABC'D se zakladnami AB, C'D oznac¢ime P prusecik os vnitinich
uhli u vrcholit A, D a @) prusecik os vnitinich thli u vrcholtt B, C'. Dokazte, ze
body P a () lezi na téze rovnobézce se zakladnami lichobézniku. [Stfed M rame-
ne AD lezi na ose o pasu mezi rovnobézkami AB a C'D. Protoze soucet thla BAD
a ADC je diky AB || C'D roven 180°, soucet polovi¢nich thla PAD a ADP je
roven 90°, tudiz PAD je pravouhly trojihelnik s preponou AD o sttedu M. Podle
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Thaletovy véty je PAM rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou PA, tudiz tihel
M PA je shodny s tthlem PAM a tedy i s uhlem PAB. Ze shodnosti (stfidavych)
uhli MPA a PAB plyne M P || AB, tudiz M lezi na ose o. Analogickou tivahou
o stredu N ramene BC zjistime, Ze na ose o lezi také bod Q.]

4. Mach hraje nasledujici hru. Na zacdtku je na stole k hromddek, na nichZ je postupné
1,2,3,...,k Zetonu. V kaZdém tahu vybere libovolné dvé hromadky a odstrani z obou

stejny pocet Zetonu. Jeho cilem je, aby na stole zustal jediny Zeton. MuzZe se mu to
podarit a) pro k =10, b) pro k =117 (Radek Horensky)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1. Sebestova roztrhla list papiru na tii kousky, poté nékteré z téchto kouski opét
roztrhla kazdy na tti kousky, atd. Rozhodnéte, které pocty kouski 4, 5, 6, ..., 20
mohla timto postupem ziskat. [Liché pocty 5, 7,..., 19. Celkovy pocet kousku
se kazdym roztrzenim jednoho z nich zvétsi o 2, takze zustava lichy jako na
pocatku.|

N2. Na tabuli je napséno a) 5 pismen R a 5 pismen S, b) 25 pismen R a 30 pismen S.
V kazdém kroku smazeme dvé napsana pismena a nahradime je pismenem R,
resp. S, byla-li smazana pismena ruzna, resp. stejna. Které pismeno ziistane na
tabuli posledni? [Pismeno R v obou piipadech a) a b). Pocet pismen R se po
kazdém kroku budto nezméni (smazeme-li dvé S ¢i po jednom R a S), nebo
se zmensi o 2 (smazeme-li dvé R), takze zustane po kazdém pocétu kroku lichy,
a proto nikdy neklesne na nulu. Protoze se po jednom kroku celkovy pocet pismen
na tabuli snizi o 1, po konecném poctu kroki ziistane na tabuli jako posledni
pismeno R.]

N3. Na tabuli jsou napsany 3 jednicky, 4 dvojky a 3 trojky. V kazdém kroku
je povoleno smazat libovolné dvé rizné cislice a pripsat misto nich zbyvajici
treti Cislici. Po sérii takovych tprav se nam podarilo dojit k situaci, kdy na
tabuli zustala jedind ¢islice, a to dvojka. Mohlo se stat, ze pri jiném prubéhu
uprav bychom dosli k jiné jediné cislici, tj. k jedni¢ce nebo trojce? Zmeéni se
odpovéd pri jinych vychozich poctech ¢islic? [Nemohlo se to stat, ani pfi jinych
vychozich poctech. Zkoumejme aktualni soucet S vSech ¢islic na tabuli. Pri
zéméné (1,2) — 3 se S nezméni, pfi zdméné (1,3) — 2 se S zmensi o 2,
konecéné pii zdméné (2,3) — 1 se S zmensi o 4. Vidime, Ze S neméni svou paritu.
Nemitizeme tedy z téhoz vychoziho stavu nékdy dojit k jediné sudé cislici, jindy
k jediné liché ¢islici.]

D1. Na tabuli jsou napsana prirozena ¢isla od 1 do 100. V kazdém kroku smazeme
trojici po sobé jdoucich ¢isel (existuje-li takova trojice). Mohou na tabuli zistat
nakonec ¢isla, jejichz celkovy soucet bude 1117 [Ne. Soucet tii po sobé jdoucich
¢isel (n—1)4+n+ (n+ 1) = 3n je délitelny tfemi, takZe soucet ¢isel na tabuli po
kazdém kroku klesne o nasobek tii; jeho zbytek pri déleni tfemi se tudiz nezméni.
Na zacatku mame soucet 142+ ... 4 100 = 5050 se zbytkem 1 pfi déleni tfemi,
¢islo 111 vsak mé zbytek 0.]
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D2.

5. Necht ABCDE je pravidelny pétiihelnik. Prusecik thlo-
pricky AC' s osou strany AB oznacme F. Dokazte, Ze
trojuhelniky ABC a CDF maji stejng obsah.

Vratme se k situaci z ilohy N3 s obecnymi vychozimi pocty ¢islic. Rozhodnéte,
zda je mozné, abychom dvéma odliSnymi postupy tprav dosli jednou k jediné
¢islici 1 a podruhé k jediné ¢islici 3. [Mozné to neni. Preznac¢me éislice 1, 2, 3 za
pismena A, B, C v jakémkoli poradi — povolené tpravy to nijak neovlivni. Proto
negativni odpovéd k D2 plyne z vysledku N3. Jinak lze spole¢né feseni N3 a D2
podat takto: oznacit pocet jednicek, dvojek a trojek na tabuli po radé j, d, t a
ukazat, ze pri upravach neméni paritu zadny ze tii souc¢tt j +d, j+t a d + t.
Dodejme, ze v Teseni N3 jsme vyuzili paritu souctu j + 2d + 3t, ktera je stejna
jako parita sou¢tu j + ¢.|

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Pripomenme, ze pravidelny pétithelnik je konvexni pétithelnik, které ma shodné
vSechny strany i vSechny vnitini thly.

V pravidelném pétithelniku ABC D E narysujeme osy vSech jeho stran a osy vSech
jeho tuhlopricek. Kolik rtznych piimek to bude? Vysvétlete, pro¢ kazda z nich
je osou soumérnosti celého pétithelniku a prochézi jednim jeho vrcholem. [Pét
primek. Staci ukéazat, ze naptiklad strana AB a uhlopricka C'E maji spolecnou
osu, ktera prochézi zbylym patym vrcholem D. Vyjdeme z toho, ze BCD,
CDFE a DFEA jsou shodné rovnoramenné trojuhelniky s hlavnimi vrcholy po
rfadée C, D, E. Odvodime, ze osa uhlu CDEFE je spolecnou osou usetek C'E
a AB: Pro prvni z nich to plyne z rovnoramenného trojihelniku C'DE, pro
druhou z trojihelniku BD A, ktery je rovnéz rovnoramenny, nebof diky shodnym
trojihelnikim BC'D a DEA plati |BD| = |DA| a navic |[<CDB| = |<EDA|.]
Dokazte, ze kazdé ¢tyti vrcholy pravidelného pétithelniku tvori vrcholy rovno-
ramenného lichobézniku. [Plyne to z FeSeni N1: Ukézali jsme tam, Ze osa sou-
meérnosti celého pétithelniku prochazejici vrcholem D je spolec¢nou osou tsecek
AB a C'E, takze to jsou zakladny rovnoramenného lichobézniku ABC'E — druhé
dveé protéjsi strany BC' a F'A jsou totiz shodné, ne vSak rovnobézné (diky tupym
uhlit ABC a BAE)]

Rovnobézné tsecky KL a M N nelezi na jedné ptimce. Dokazte, ze trojuhel-
niky KLM a KLN maji stejny obsah. [Z podminky KL || M N plyne, ze vysky
ke spolecné strané K L obou trojuhelnikit K LM a K LN jsou shodné. Pro né tak
do vzorce S = %ZU pro obsah obecného trojihelniku dosadime stejné hodnoty z
a v
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D1.

D2.

D3.

V pravidelném pétithelniku ABCDE ozna¢me G prusecik uhlopricek AC a BD.
Dokazte, ze ctyrthelnik AGDE je kosoctverec. [Z lichobézniki ACDE a BDEA
(viz vysledek N2) plyne AG || DE a GD || EA, takze AGDE je rovnobéznik;
diky |DE| = |EA| jde skute¢né o kosocétverec. |

Dokazte, ze dvé uhlopricky pravidelného pétitthelniku, které vychézeji z jed-
noho jeho vrcholu, rozdéluji piislusny vnitini thel na tfetiny. [Staci ukézat,
ze v pravidelném pétithelniku ABC'DE jsou shodné tii thly s vrcholem A,
totiz BAC, CAD a DAFE. Vnitini thly pravidelného pétithelniku maji velikost
3-180° : 5 = 108°. Proto uhly pti zdkladnach rovnoramennych trojihelniki ABC
a DE A maji velikost (180o — 1080) : 2 = 36°. Vidime, ze oba uhly BAC a DAE
maji ve srovnani s thlem BAE tretinovou velikost (nebot 36 : 108 = 1 : 3), takze
tretinovou velikost mé i tieti tthel CAD. (Dodejme, ze z vlastnosti tzv. stredo-
vyjch a obvodovijch whli v kruznici plyne nasledujici tvrzeni pro libovolné n = 4:
Vsechny uhlopricky pravidelného n-thelniku vychéazejici z jednoho jeho vrcholu
déli jemu prislusny vnitini thel na n — 2 shodnych ¢asti.)]

Ozna¢me a délku strany a u délku thlopricky daného pravidelného pétitihelniku.
Dokazte rovnost a? + au = u?. [V pravidelném pétitthelniku ABC'D ozna¢me G
prisecik thlopricek AC' a BD. Podle tlohy N2 je DABC rovnoramenny licho-
béznik (DA || BC), takze trojihelniky DAG a BCG jsou podle véty uu
podobné. Plati proto |DA| : |[BC| = |DG| : |GB| neboli u : a = |DG| : |GB].
Podle tdlohy D1 je AGDE kosoctverec o strané a, takze plati |[DG| = a a
|GB| = |BD| — |DG| = u — a. Dosazenim do u : a = |DG| : |GB| dostaneme
uw:a=a: (u—a), odkud uz snadno plyne rovnost a* + au = u?. (Uméra
u:a=a:(u—a)znamend, ze bod G déli kazdou z thlopficek AC' a BD v tzv.
zlatém tezu.)]

6. Urcete nejuétsi prirozené cislo n = 10 takové, Ze pro libovolngch 10 rizngch cisel
z mnoziny {1,2,...,n} plati nasledujici tvrzeni: Neni-li ani jedno z téchto 10 cisel
prvocislem, pak je soucet nékterych dvou z nich prvocislem. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

Ukazte, ze z mnoziny {1,2,3,...,10} lze vybrat 4 razn4 ¢isla tak, aby mezi nimi
nebylo zadné prvocislo ani dvé cisla, jejichz soucet je prvocislem. Najdéte rovnéz
vSechny takové vybéry. [Vyhovujici vybér 4, 6, 8, 10 je jediny. Musi jit o 4 ¢isla
z mnoziny {1,4,6,8,9,10}, kterd ma 6 prvki. Cislo 1 nemiize byt ve vybéru
s tfemi c¢isly 4, 6 a 10, proto je ,nepouzitelné“. Totéz plati i pro ¢islo 9 kvuli
podobné kolizi“ s tfemi cisly 4, 8 a 10. V uvahu tak pripadaji pouze ¢tyti suda
¢isla 4, 6, 8 a 10. Jejich vybér vyhovuje, protoze soucet kazdych dvou z nich je
rovnéz sudé ¢islo ruzné od 2.

Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n 2 2 lze z mnoziny {1,2,3,...,2n} vybrat
n—1 cisel tak, aby mezi nimi nebylo zadné prvocislo ani dveé ¢isla, jejichz soucet je
prvocislem. [Vybér bude mit pozadovanou vlastnost, bude-li naptiklad sestaven
ze sudych slozenych ¢isel. Splnuje to vybér n — 1 ¢isel 4, 6, 8, ..., 2n.]

10
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D1.

D2.

D3.

Ukazte, Ze pocet vSech Sestimistnych prvocisel nepievysuje 300 000. [Sestimistna
jsou ¢isla od 100000 do 999999, je jejich celkem 900 000. Staci tedy ukazat, ze
alespont 600000 z nich je délitelnych dvéma nebo tfemi. Délitelnych dvéma je
jich 450000, délitelnych tiemi 300 000. V souctu 450000 + 300000 = 750000
jsou ovsem zapocitana dvakrat c¢isla, ktera jsou délitelnd dvéma i tfemi, tj. ¢isla
délitelnd sSesti. Téch je 150000, takze dvéma nebo tfemi je délitelnych pravé
750 000 — 150 000 = 600 000 sestimistnych cisel. Poznamka: Podobné zjistime, ze
existuje 660000 Sestimistnych slozenych cisel, kterd jsou délitelnd 2, 3 nebo 5,
tudiz pocet Sestimistnych prvocisel neprevysuje 240000. I tento odhad je vsak
velice hruby — pfesny pocet Sestimistnych prvocisel je 68 906.]

Najdéte nejvetsi trojmistné cislo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dosta-
neme prvoéislo. [Cislo 731, viz 67-C-S-1]

Kolik nejvyse ¢isel lze vybrat z mnoziny {1,2,...,2018} tak, aby rozdil zadnych
dvou vybranych ¢isel nebyl roven prvocislu? [505 éisel, viz 67-B-11-4]

11


http://www.matematickaolympiada.cz/media/4190011/c67s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/4487629/b67ii.pdf

