72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy krajského kola kategorie B

1. Necht @ a b (a > b) jsou kladnd celd ¢isla, jejichz soucet je osmindsobkem jejich
nejvétsiho spoleéného délitele. Dokazte, Ze ¢islo a? — b? nebo jeho trojnasobek je
druhou mocninou celého ¢isla.

2. Predpokladejme, Ze realné ¢isla z, y, z splnuji nerovnost
(x+y+2)°>2(0" +y*+2%).
Dokazte, ze ¢isla x, y, z jsou bud vSechna kladna, nebo vSechna zaporna.

3. Na strandch AB a BC' daného trojuhelniku ABC' lezi po tadé takové body D a F,
ze |BD| = |DC| = |CA| a |EC| = |ED|. Dokazte, ze |AE| = |BE|.

4. Kolik 33mistnych ¢isel délitelnych 3 neobsahuje ve svém zapisu ¢islici 37 Vysledek
zapiste ve tvaru soucinu mocnin prvocisel.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 4. dubna 2023

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny ¢istého ¢asu. Za kazdou ulohu miize soutézici ziskat 6 bod; hodnoti se ptritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
vsech potrebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Bodova
hranice k urceni uspésnych fesiteli bude stanovena centralné po vyhodnoceni statistik
bodovych vysledkii ze vsech kraji. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny
nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Necht a a b (a > b) jsou kladnd celd cisla, jejichZ soucet je osmindsobkem jejich
nejuétsiho spolecného délitele. Dokazte, Ze ¢islo a®> —b* nebo jeho trojndsobek je druhou
mocninou celého cisla. (Zdenck Pezlar a Michal Pecho)

RESENI. Ozna¢me d nejvétsitho spolecného délitele ¢isel a, b. Pak plati a = da’
a b= dl, kde prirozend ¢isla a’ a b’ jsou nesoudélnd a pritom podle zadani plati a’ > 0.

Zadanou podminku na soucet a+b vyjadiime rovnosti da’ +db’ = 8d. Z ni po vydéleni
¢islem d dostaneme a' +b" = 8. Dvojice (a, V') prirozenych ¢isel se souctem 8 a vlastnosti
a’ > b je proto jedna z dvojic (7,1), (6,2) nebo (5,3), prostfedni z nich vsak rovnou
vylou¢ime kviili soudélnosti cisel 6 a 2.

Pro dvojici (7,1) vychazi

a? — b =d*(7° — 17) = 48d* = 3 - (4d)*.

Trojnasobek tohoto ¢isla je tedy druhd mocnina celého ¢isla 12d.
Pro dvojici (5,3) dostavame

a® —b* = d*(5* — 3%) = 16d° = (4d)?,

coz je primo druha mocnina celého ¢isla 4d.
Tvrzeni tlohy tak plati v obou pripadech, které ptripadly v tivahu.

POzZNAMKA. Z rovnosti (ka)? — (kb)? = k%*(a® — b?) pro kazdé celé k > 1 si lze
povSimnout, Ze &slo (ka)? — (kb)? nebo jeho trojndsobek je druhou mocninou celého &isla
pravé tehdy, kdyz je takové éislo a? — b%. Proto staéi tvrzeni tlohy dokézat pro pifpad,
kdy ¢isla a a b jsou nesoudélna, tj. plati d = 1.

Za Gplné feseni udélte 6 bodl. V netiplnych feSenich ocente ¢astecné kroky nasledovné.

Al. Vyjadieni a = a’d, b = b'd: 1 bod.

A2. Odvozeni rovnosti a’ + b = 8: 3 body.

A3. Dukazy tvrzeni tlohy pro kazdy z jednotlivych piipadt, kdy plati a’ + b = 8: 0-3 body podle miry
tplnosti.

B1. Zduvodnéni, Ze je mozné predpokladdat d = 1 (a nezavadét tak ¢isla a’, V', tj. misto nich psit a, b):
2 body.

Celkové pak udélte max(Al, A2,B1) + A3 bodu.
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2. Predpokladejme, Ze redlnd cisla x, y, z spliuji nerovnost
(z+y+2)?>2(@*+92 + 22).

Dokazte, Ze cisla x, y, z jsou bud vsechna kladnd, nebo vsechna zdpornd.
(Jaromir Simsa)

RESENI. Nerovnost, kterou ¢isla x, y, z spliuji, nejprve algebraicky upravime:

(x+y 4 2)% > 2% + 9% + 22),
20z + 2yz > 2 + y2 + 22 — 2xy,
2u(y +2) > (x —y)* + 22

Jelikoz posledni prava strana jakozto soucet dvou druhych mocnin je nezdpornd, musi byt
kladny souc¢in z(y + z) z levé strany této rovnosti. ProtoZe vychozi nerovnost je ziejmé
v proménnych z, y, z symetrickd, jejim disledkem jsou tii nerovnosti

x(y+ z) >0, y(z+x) >0, z(z +y) > 0. (1)

Podle (1) jsou vsSechna tii ¢isla z, y, z riznd od nuly. Kdyby tudiz dokazovany zavér
neplatil, nastal by jeden ze dvou nasledujicich ptripad.

e Dvé z Cisel x, y, z jsou kladna a zbylé je zaporné.
e Dveé z cisel x, y, z jsou zdporna a zbylé je kladné.

V obou téchto pripadech vSak jedna z nerovnosti (1) neplati: Vynasobime-li totiz sou-
¢et dvou kladnych (resp. zdpornych) ¢isel s ¢islem zapornym (resp. kladnym), dostaneme
ve vysledku zaporné ¢islo. Tento spor uz dokazuje tvrzeni tlohy.

JINE RESEN{. UkdZeme jiny zpiisob provedeni ditkazu sporem. PovSimneme si vo-
dem, 7e zadand nerovnost se nezméni, pokud trojici ¢isel (z,y,z) do ni dosadime v ja-
kémkoli jiném poradi. Totéz plati pri zaméné trojice (z,y, z) trojici (—x, —y, —z).

Predpokladejme tedy, zZe tvrzeni lohy neplati. Méjme tudiz ¢isla z, y, z, ktera splnuji
zadanou nerovnost, avsak vSechna tii nejsou ani kladnd, ani zaporna. To pti usporadani
x 2y 2 z, které umime zaridit, znamend, ze x =2 0a 2 < 0. Plati tedy z =2y =2 0 = 2
nebo x 2 0 = y = z. Stac¢l uvazovat pouze prvini moznost, nebot od té druhé prejdeme
k prvni, kdyz trojici (z,y, z) zaménime trojici (—z, —y, —z).

Necht tedy z =2 y = 0 = 2. S ohledem na to zadanou nerovnost, kterou ¢isla z, y, 2
splnuji, upravime néasledovné:

0> a? +y? + 2% — 2zy — 202 — 2z,
0> (z —y)? + 2% — 212 — 2y2.
Vsechny c¢leny na pravé strané jsou vsak nezaporné — prvni dva jakozto druhé mocniny,

zbylé dvé nerovnosti —2xz = 0 a —2yz = 0 plati diky nasemu piedpokladuz = y = 0 = 2.
Tim je ditkkaz sporem hotov.
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JINE RESENI. Zadanou nerovnost tentokrat upravime na tvar
(x—y—2)* —4yz <0,

z néhoz diky nerovnosti (x —y — 2)? = 0 plyne yz > 0, takZe ¢isla y, z jsou bud obé
kladné, nebo obé zaporna. S ohledem na symetrii vychozi nerovnosti totéz plati i pro
zbylé dvojice ¢isel z, z resp. x, y, takze vSechna tii ¢isla x, y, z jsou bud kladné, nebo
zaporna, jak jsme méli ukazat.

JINE RESENI. Zadanou nerovnost upravime standardnim zpiisobem na kvadratickou
nerovnost v proménné x:

> =2y +2)r+ (y—2)* <0.
Takto zapsand nerovnice s neznamou x ma podle predpokladu teSeni. Proto grafem
kvadratické funkce s predpisem

fla)=a® =20y + 2)a + (y — 2)* (2)

je takova parabola, jejiz ¢ast lezi pod osou z. Ptislusna kvadratickd rovnice f(x) = 0
proto ma dva rtzné koteny, tudiz jeji diskriminant D je kladny:

0<D=4(y+2)*—4(y — 2)* = 16yz=.

Odtud plyne yz > 0. Podobné jako v pfedchozim feseni ze symetrie plyne rovnéz zy > 0
a xz > 0, tedy vSechna tii ¢isla x, y, z maji stejna znaménka.

PozNAMKA. Ukazme, jak nékteré poznatky z predchozich feSeni, a vlastné i cely
novy ditkaz, plynou z dalsich tivah o vyse zminéné parabole, ktera je grafem kvadratické
funkce (2). Ta diky zadanému predpokladu nabyvéa aspon jednu zapornou hodnotu.

Doplnénim na ¢tverec trojélenu z pravé strany (2) ziskame vyjadreni, které jsme diive
vyuzili v tfetim Feseni, totiz

fla) = (@ —y — 22 — 4y,

Z ného vidime, ze funkce f ma nejmensi hodnotu v bodé x¢y = y+ z, ktera je pritom rovna
f(zo) = —4yz. Z nerovnosti f(xg) < 0 proto plyne, stejné jako z nerovnosti D > 0 ve
¢tvrtém teseni, nerovnost yz > 0. Proto y a z jsou nenulova ¢isla se stejnym znaménkem,
které tak md i ¢islo g = y + 2. Jelikoz navic plati f(0) = (y — 2)* = 0, dané ¢&islo x
s vlastnosti f(z) < 0 méa (diky poloze paraboly) stejné znaménko jako ¢islo zg, a tudiz
(zde bez tvah o symetrii) jako i obé ¢isla y a z, jak jsme méli dokédzat.

Za Gplné feseni udélte 6 bodl. V netiplnych feSenich ocente ¢astecné kroky nasledovné.
A1. Odvozeni nerovnosti typu z(y + z) > 0: 3 body.

A2. Zdtuvodnéné usporadani typu x = y = 0 = z pii dikazu sporem: 2 body.

A3. Uprava nerovnosti do tvaru typu 2zz + 2yz > (z — y)? + 2z?: 2 body.

B1. Uprava nerovnosti do tvaru typu (z —y — 2z)? — 4yz < 0: 3 body.
B2. Odvozeni nerovnosti typu xy > 0: 4 body.

Celkové pak udélte max(A1l, A2 + A3, B1,B2) bodu.

4
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3. Na strandch AB a BC daného trojihelniku ABC' leZi po Tadé takové body D a E, Ze
|BD| = |DC| = |CA| a |EC| = |ED|. Dokazte, Ze |AE| = |BE]. (Patrik Bak)

RESEN{. Oznaéme 3 = |£ABC|. Z rovnoramennych trojihelniki BCD a CDE tak
postupné mame

B =|%xABC| = [¥DBC| = |£BCD| = |£ECD| = |<CDE|.

Dokazovand rovnost |AFE| = |BE| bude platit, pravé kdyz v trojihelniku ABE, v némz
|XABE| = f, bude rovnéz |XEAB| = (3 neboli |xEAD| = f. To diky rovnosti
|<x EC'D| = 8 nastane, pravé kdyz ¢tyithelnik ADEC bude tétivovy. Tuto jeho vlastnost
dokazeme dopoctem nékolika dalsich thla.

Pro vnéjsi thel ADC' trojihelniku BC'D plati |xADC| = 25. Proto z dosud
nevyuzitého rovnoramenného trojihelniku ADC' plyne rovnost

|xCAD| = 28.
Vypoctem tretiho thlu v trojuhelniku CDE dostavame
|xDEC| = 180° — 2.

Vidime, ze |XCAD| + |<DEC| = 180°, coz znamena, ze ADEC je skutecné tétivovy
¢tyruhelnik, jak jsme slibili dokazat.

B

JINE RESEN{. Ukazme postup bez uziti poznatku, zZe ¢tyfthelniku ADEC lze opsat
kruznici.

Rovnost |AE| = |BE| ndm vyplyne ze shodnosti trojihelniki AEC a BED. V nich
podle zadéni plati |AC| = |BD| a |EC| = |ED]|. Proto diky vété sus sta¢i ovefit rovnost
|XECA| = |<EDB|.

Obé velikosti thli mizeme jako v predchozim teseni vyjadrit pomoci 8. Tak z troj-

thelniku ABC' podle rovnosti |<ABC| = a |[<xCAB| = |<CAD| = 20 plati
| X ECA| = |xBCA| =180° — |¥ABC| — xCAB| = 180° — 38.
Podobné z primého thlu u vrcholu D s ohledem na |[XCDE| = a |XADC| = 25 plyne
|<*EDB| = 180° — |¥CDE| — |*ADC| = 180° — 33.

Tim je potfebna rovnost | ECA| = |<FEDB| dokazéna.
5
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JINE RESEN{. Bez pocitani velikosti tthli ukdzeme, Ze E je hlavni vrchol rovnoramen-
ného trojihelniku BEA.

Rovnoramenné trojihelniky BC'D a DCE se spole¢nym thlem u krajniho bodu C
jejich zakladen jsou podobné, plati tudiz |DC|/|BC| = |EC|/|DC|. Uzitim této rovnosti
a rovnosti ze zadani dostavame

|AC| _|DC| |EC| |EC|
|BC| — |BC| |DC|  |AC|

Trojuhelniky ABC a EAC jsou tak rovnéz podobné, a to podle véty sus, nebot u vr-
cholu C' maji spolecny vnitini tthel. Tato podobnost spolu se shodnosti thlu pii zdkladné
AD rovnoramenného trojihelniku ADC' vede k rovnostem

|<xAEC| = |£BAC| = |xDAC| = |£ADC)|.

Rovnoramenny trojuihelnik BC'D mé tak u svého hlavniho vrcholu D vnéjsi tthel ADC
shodny s vnéjsim thlem AFEC' trojihelniku BEA u vrcholu E. Protoze tyto dva troju-
helniky maji navic u vrcholu B spoleény vnitini tihel, je rovnéz E hlavni vrchol rovnora-
menného trojiuhelniku BE A, jak jsme slibili ukézat.

PozNAMKA. Klicovy poznatek posledniho Teseni, totiz shodnost ihli ADC a AEC,
je zrejmé ekvivalentni s tim, ze ¢tyrihelnik ADEC je tétivovy. Ovéreni této vlastnosti
¢tyrtihelniku ADEC jsme v prvnim feseni podali odliSnym postupem.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netuplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovné.

Cestou prvniho resent

A0. Pozorovani, ze dokazovana rovnost plyne ze shodnosti ithli ABE a EAB: 0 bodu.

Al. Odvozeni, ze dokazovana rovnost vyplyva ze shodnosti ihli EFAD a ECD neboli z tétivovosti
¢tyttuhelniku ADEC: 2 body.

A2. Dikaz nékteré z rovnosti |[XCAD| + |<DEC| = 180° nebo |XCAD| = |<BED| nebo |[XECA| +
+ |<ADE| = 180° nebo |XFAC| = |<EDC|: 0-3 bodl podle tplnosti.

A3. Uplny dikaz tétivovosti ¢tyfihelniku ADEC: 4 body.

Cestou druhého Tesend

B1. Pozorovani, ze dokazovand rovnost vyplyva ze shodnosti trojihelnikit AEC' a BED: 2 body.
B2. Dukaz shodnosti tuhlit ECA a EDB: 0-3 body podle tplnosti.

-

B3. Uplny dikaz shodnosti trojihelniki AEC a BED: 4 body.
Cestou tretiho resent

C1. Dikaz podobnosti trojiuhelniki ABC a FAC": 3 body.
C2. Duikaz shodnosti ihlt ADC a AEC: 4 body.
C3. Dokonceni dikazu: 0-2 body podle tplnosti.

Celkem pak udélte max (A1 + max(A2, A3), Bl + max(B2, B3), max(C1, C2) + C3, A1 + C2) bodi.
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4. Kolik 33mistnyjch cisel délitelngjch 3 neobsahuje ve svém zdpisu cislici 37 Visledek
zapiste ve tvaru soucinu mocnin prvocisel. (Eliska Macakova a Patrik Bak)

RESENI. Cislice pro vyhovujici ¢sla budeme postupné vybirat zleva doprava. Prvni
z nich nesmi byt rovna 0 ani 3, tedy to miuze byt kterdkoli ¢islice z osmiprvkové
mnoziny {1,2,4,5,6,7,8,9}. Kazdou dalsi ¢islici pak vybirame z devitiprvkové mnoziny
{0,1,2,4,5,6,7,8,9}.

Predpokladejme nyni, Ze uz jsme vybrali vSechny cislice kromé té posledni na misté
jednotek. Pripomenme, ze prirozené cislo je délitelné tremi, pravé kdyz je tremi déli-
telny jeho ciferny soucet. Aby tedy bylo vysledné ¢islo délitelné tremi, posledni (dosud
nevybrand) ¢islice uz ma jednoznacné uréeny zbytek po déleni tfemi.

Rozdélime-li proto 9 moznych cislic pro misto jednotek do tii skupin podle jejich
zbytku po déleni tremi, z jejich vypisu

{0,6,9}, {1,4,7} a {2,538}, (1)

vidime, Ze pro vybér posledni ¢islice vzdy mame pravé 3 moznosti.
Celkové dochazime (uzitim pravidla soucinu) k zévéru, ze hledany pocet 33mistnych
¢isel délitelnych 3 neobsahujicich cislici 3 je roven

8-931-3:23-(32>31-3:23-363.

POZNAMKY.

1. VSimnéme si, ze pri nasem postupu nemusime jako posledni vybirat ¢islici na misté
jednotek — jakakoli pozice kromé té prvni funguje stejné dobte. Pokud bychom vsak
jako posledni vybirali prvni ¢islici zleva, neslo by pravidlo souc¢inu pfimo pouzit
(nékdy bychom méli 2, nékdy 3 moznosti).

2. Ke spravnému vysledku lze dojit rovnéz na zakladé poznatku, ze pravé tretina
z 33mistnych ¢isel neobsahujicich ¢islici 3 (jind ¢isla az do konce pozndmky neu-
vazujeme) je délitelnd tfemi. Tento poznatek nelze prohldsit za zrejmy a musi byt
v TeSeni dokazan, napriklad v této formé: Rozdélime-li vsechna 33mistna cisla do tii
skupin podle jejich zbytku po déleni tremi, budou pocty c¢isel ve vsech trech skupinach
stejné. Skutecné, kazdé 33mistné ¢islo dostaneme z 32mistného ¢isla pripsanim jedné
Cislice zprava. Z rozdéleni vsech moznych takto pripisovanych éislic do trojic z (1)
pak plyne, ze libovolné 32mistné cislo uvedenym zplisobem prispéje tfemi ¢isly do
kazdé ze ti skupin 33mistnych ¢isel, kterda po déleni davaji stejny zbytek. Proto tyto
tii skupiny skuteéné maji stejny pocet prvku (rovny tedy trojndsobku poctu vSech
32mistnych &sel, kterych je 8 - 931).

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente castecné kroky nasledovné.
Cestou vzorového resent

Al. Strategie pocitdni moznosti (nezdvislych) vybéra jednotlivych éislic 33mistného éisla s vysledky
1krat 8 a 32krat 9: 1 bod.

A2. Zdivodnéni, ze kvili pozadované délitelnosti tfemi mtizeme prvnich 32 éislic vybrat jakkoli a pro

posledni ¢islici na misté jednotek pak mame vzdy 3 moznosti: 3 body.
A3. Uplatnén{ pravidla soucinu (nenf ho nutné zmitiovat) k zdvéru z A2: 1 bod.

7
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Postupem z poznamky 2

B1. Uréeni poétu 8 - 932 viech 33mistnych &isel bez &islice 3: 2 body.

B2. Dikaz tvrzeni, Ze pravé tretina z 33mistnych ¢isel bez éislice 3 je délitelna tfemi: 0-3 body podle
uplnosti.
Jiné

C1. Jakékoli urceni hledaného poctu, ktery vSak neni upraven na pozadovany tvar: 1-5 bodu podle
Uplnosti zdtivodnéni, které musi byt v souladu s predchozimi pokyny, pfitom 1 bod udélte za spravny
pocet bez jakéhokoli zduvodnéni, napriklad pri konstatovani, ze Cisel se zbytkem 0 je zfejmé praveé
tolik, co ¢isel se zbytkem 1 i ¢isel se zbytkem 2.

Zavérem
D1. Uprava plné odvozeného poctu v nehotové formé na pozadovany souc¢in mocnin prvocisel: 1 bod.

Celkové pak udélte max(Al + A2 + A3,B1 + B2,C1) + D1 bodu. Pokud fesitel predpokladd, Ze
33mistny zapis 33mistného cisla miize zacinat nulou, udélte mu nejvyse 2 body.



