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Soutěž jednotlivc̊u
15. 5. 2023

Úloha 1. Uvažujme trojúhelńık ABC, kde |BC| = 2|AC|. Označme M střed strany BC
a D bod úsečky AB, pro který plat́ı |AD| = 2|BD|. Dokažte, že AM ⊥ MD.

Úloha 2. Pro přirozené č́ıslo n označme d(n) počet jeho kladných dělitel̊u. Najděte
všechna přirozená č́ısla n, pro která je d(n) druhým největš́ım dělitelem č́ısla n.

Úloha 3. Je dán ostroúhlý trojúhelńık ABC. Necht’ P je jeho vnitřńı bod, který lež́ı
na ose úhlu BAC. Předpokládejme, že pr̊useč́ık výšek H trojúhelńıku ABP lež́ı uvnitř
trojúhelńıku ABC. Označme Q pr̊useč́ık př́ımky AP a kolmice k AC procházej́ıćı bo-
dem H. Dokažte, že body Q a P jsou souměrné podle osy BH.

Úloha 4. Každé pole tabulky n × n je bud’ modré, nebo červené. Předpokládejme, že
jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

• Pokud řádek a sloupec obsahuj́ı stejný počet červených poĺı, potom jejich společné
pole je červené.

• Pokud řádek a sloupec obsahuj́ı r̊uzný počet červených poĺı, potom jejich společné
pole je modré.

Dokažte, že tabulka obsahuje sudý počet modrých poĺı.

Úloha 5. Martin provád́ı se zlomky následuj́ıćı aritmetické operace. V každém tahu
zvětš́ı posledńı dosažený výsledek o jeho převrácenou hodnotu a obdrž́ı tak nový výsledek.
Martin začne č́ıslem 1, po prvńım tahu tak dostane 2, po druhém obdrž́ı 5/2, následně
29/10 atd. Po 300 taźıch dostane č́ıslo x. Určete největš́ı celé č́ıslo, které neńı větš́ı než x.

Čas: 3 hodiny a 30 minut.
Za každou úlohu lze źıskat 5 bod̊u.


