Cesko-Rakousko-Polsko-Slovenské st¥etnuti 2023

ISTA, Rakousko
(Prvni den — 19. ¢erven, 2023)

1. Je dano prirozené ¢islo n > 3. Urcete nejmensi prirozené cislo k takové, ze
kazdé dva vnitini body n-thelnika lze propojit lomenou ¢arou o k tseckéach, kterd
je celd obsazena uvnitt zadaného n-ihelnika. (Body na hranici jsou také uvnitt
n-uhelnika.)

2. Méjme redlna cisla aq, as, ..., a, takova, ze pro kazdé k = 1,2,...,n je splnéna
nerovnost

k
n-ap > Z a?.
i=1
Dokazte, zZe existuje alespon {5 indexii k takovych, ze ax < 1000.
3. Je dan konvexni ¢tyitihelnik ABC'D splnujici /BAD = Z/BCD a ZABC <

/ZADC. Oznac¢me M stred tsecky AC. Dokazte, ze existuji body X, Y postupné na
stranach AB, BC takové, ze XY 1 BD, MX = MY a ZXMY = ZADC—-/ABC.

Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kazdou ulohu lze ziskat 7 bodu.

Language: Czech



Cesko-Rakousko-Polsko-Slovenské st¥etnuti 2023

ISTA, Rakousko
(Druhy den — 20. cerven, 2023)

4. Méjme p, q, r kladna realné ¢isla takova, ze rovnice
lpn] + Lgn] + [rn) = n
je splnéna pro nekonecné mnoho prirozenych cisel n.

(a) Dokazte, Ze p, ¢ a r jsou vSechna raciondlni.

(b) Urcete pocet prirozenych ¢isel ¢ takovych, Ze existuji prirozena ¢isla a a b

takova, Ze rovnice
2[5 )
b b S R,
a b 202
je splnéna pro nekonecné mnoho prirozenych cisel n.

5. Bud ABC ostrothly trojihelnik s ortocentrem H a v ném D pata vysky z A
na stranu BC. Dale oznacme T bod na kruznici s prumérem AH takovy, Ze tato
kruznice ma vnitini dotyk s kruznici opsanou trojihelniku BDT. Koneéné oznacme

N stred usecky AH. Ukazte, ze BT 1. CN.

6. Je dané prirozené n > 1 a tabulka n x n, jejiz policka jsou ze zacatku vsechna
bila. Malit Marek chodi po tabulce a prebarvuje policka dle nasledujicich pravidel.
Kazdou prochdzku Marek zacne v levém spodnim rohu tabulky a pokracuje nésle-
dovné:

 pokud stoji na bilém poli, zabarvi ho ¢erné a posune se o policko nahoru (nebo
vyjde ven z tabulky, pokud byl v horni fadé),

o pokud stoji na ¢erném poli, zabarvi ho bile a posune se o policko doprava
(nebo vyjde ven z tabulky, pokud byl v nejpravéjsim sloupci).

Prochézka konci, kdyz Marek vyjde ven z tabulky. Urcete nejmensi prirozené cislo
s takové, ze po presné s prochazkach budou vSechna policka tabulky znovu bila.

Napriklad pro n = 3 bude po kazdé z prvnich péti Markovych prochazek tabulka

vypadat takto:

Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodui.
Language: Czech



