64. roénik Mezinarodni matematické olympiady

/& 64. Mezinarodni matematickd olympidda (IMO) se konala ve dnech 2.-
/ 13. Gervence 2023 v japonské Cibé nedaleko Tokia. Do Japonska se tak
/& soutéz vratila po 20 letech, v roce 2003 se soutéz konala primo v Tokiu.
/ Tehdy se soutéze zucastnilo 457 zakl z 82 zemi celého svéta, letos to jiz

bylo 612 zakt ze 112 zemi, poprvé prijela reprezentace Kamerunu.

Priprava soutéze je béhem na dlouhou trat, po zvoleni pfed ¢tyfmi lety se ji pod
zastitou vlady ujala Nadace japonské matematické olympiady. Dle informace organizatort
byl jeji rozpocet priblizné ve vysi tii milionti americkych dolart. Z navrhi, které v breznu
poslaly jednotlivé tcastnické staty, sestavila vybérova komise tzv. Shortlist obsahujici
32 tloh, po osmi z kazdé z tradi¢nich oblasti stfedoskolské matematiky (algebra,
kombinatorika, geometrie a teorie ¢isel). Z néj vybrala Jury sestavajici z vedoucich
jednotlivych delegaci 6. cervence Sestici tiloh, které tito vedouci poté prelozili do narodnich
jazyk.

Cesky reprezentaéni vybér byl sestaven na zakladé vysledka tstfedniho kola
kategorie A 72. ro¢niku Matematické olympiddy a nésledného vybérového soustiedéni.
Misto v reprezentaci si vybojovali: Tereza Cernd (7/8), Gymnazium Litom&¥ickd, Praha 9,
Michal Janik (8/8) a Samuel Rosiar (4/4), oba Gymnézium Jana Keplera, Praha 6,
Erik JeZek (1/4), Smichovské stiedni priimyslova $kola a gymnazium, Praha 5, Stépdn
Mikéska (8/8), Gymnéazium Brno, t¥. Kapitana Jarose a Jakub Stepo (8/8), Gymnazium
Kladno. Vedoucim ¢éeské delegace byl doc. RNDr. Tomds Barta, Ph.D., z MFF UK v Praze
a pedagogickym vedoucim byl RNDr. Pavel Caldbek, Ph.D., z PTF UP v Olomouci.

Soutézici a jejich pedagogicky doprovod pfiletéli do Ciby 6. ervence a byli ubytovani
v hotelu APA ve ¢tvrti Makuhari. Na slavnostnim zahajeni v patek 7. cervence uvitala
soutézici spolu s organizatory ministryné skolstvi, kultury, sportu a inovaci Japonska pani
Nagaoka Keiko.

Samotné soutézi pak byly vénovany dva dny, sobota 8. a nedéle 9. cervence, ve kterych
soutézici resili v casovém limitu 4,5 hodiny po tiech tlohach, za kazdou z nich mohli ziskat
az sedm bodu. Nésledujici dva dny se soutézici seznamovali s Japonskem a jeho kulturou,
po navstéve Disneylandu méli na vybér z fady fakultativnich programii, které sahaly od
riznych tematickych prohlidek Tokia az ke sportovnim utkanim na mistni univerzité.
Mezitim vedouci delegaci spolu s koordinatory opravovali a hodnotili jejich TeSeni psana
v narodnich jazycich.

Po dvou dnech skoncilo i jejich pracovni nasazeni a na slavnostnim zakonceni byly
vyhldgeny koneéné vysledky. Uvodni tlohy kazdého dne se dle odekévani ukézaly jako
nejjednodussi, pramérny bodovy zisk z nich byl po radé 5,8 a 4,7 bodu (ze 7 moznych).
Druhé dlohy kazdého dne jiz mély rozradit medailisty, primérné bodové zisky z nich byly
3,2 a 2,4 bodu. Paradoxné si ¢eské druzstvo mnohem Iépe poradilo s kombinatorickou
druhou tlohou druhého dne a dle priméru snadnéjsi geometrie prvniho dne se pro néj
ukazala jako velmi tézka. Treti ulohy kazdého dne vybira Jury s cilem rozradit tcastniky
se zlatymi medailemi, coz opét potvrdily pramérné bodové zisky 1,3 a 0,3. Prestoze Jury
velmi vahala se zarazenim treti ulohy druhého dne, kdy prevazoval nazor, ze tloha je
extrémné obtiznd, ukazalo se nakonec, ze vsech Sest tloh bez ztraty jediného bodu vyftesilo
pét tcastniki (dva z Ciny, po jednom z Koreje, Rumunska a USA), pfitom tuto tlohu s
drobnymi problémy vyftesilo jedenact ucastnikli. Celkové se v porovnani s minulymi léty
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ukazaly tlohy jako jednodussi, o ¢emz svédci i hranice pro zisk medaili: po fadé zlata,
stiibrnd a bronzova se udélovaly za 32, 25 a 18 bodi (ze 42 moznych). Ceské druzstvo
potvrdilo svou pozici na konci prvni poloviny zicastnénych zemi, mimo tradi¢né silnych
lidnatych zemi nas letos porazily tyto zemé se srovnatelnym poctem obyvatel (méné
nez 20 milion): ¢tvrté Rumunsko, Singapur, Izrael, Bélorusko, Kazachstan, Madarsko,
Hongkong, Bulharsko, Recko, Nizozemsko, Mongolsko, Arménie, Bosna a Hercegovina,
Gruzie, Slovensko, Severni Makedonie, Srbsko a Svycarsko. Umisténi na 45. pozici
v neoficialnim hodnoceni zemi nijak nevybocuje z vysledktt minulych let. O tom svédci
i zisk ¢tyf bronzovych medaili: Samuel Rosiar, 23 bodt a 183. pozice, Erik JeZek a Stépdn
Mikéska, oba 22 bodt a 220. misto a Michal Janik, 21 bodt, 237. pozice. Tereza Cernd
se ziskem 17 bodt skoncila pod hranici bronzové medaile, ale odvazi si alespon cestné
uznani za uplné vyreseni jedné — ve skutecnosti dvou — tloh. S tplnymi vysledky se muze
seznamit na strankach IMO.

Na zavér uvadime zadani vsSech Sesti soutéznich tloh, v zavorce je navrhujici zemé.
Jejich feseni hledejte na strankach letosniho ro¢niku IMO

Prvni soutéZzni den
(8. 7.2023)

1. Urcete vSechna slozena prirozena cisla n > 1, kterd splinuji néasledujici podminku:
pokud di,ds,...,d; jsou vsechny kladné délitele ¢islan a1l =d; < dy < --- < di = n,
pak d; je délitelem d; 1 + d; o pro kazdé 1 < i < k — 2. (Kolumbie)

2. Bud ABC ostroihly trojuhelnik spliujici |[AB| < |AC|. Ozna¢me €2 kruznici opsanou
trojuhelniku ABC' a S stred jejiho oblouku C'B obsahujiciho bod A. Kolmice na primku
BC vedena bodem A protina tisecku BS v bodé D a kruznici €2 podruhé v bodé E # A.
Rovnobézka s BC' vedend bodem D protina piimku BE v bodé L. Ozna¢me w kruznici
opsanou trojuhelniku BDL. Necht w protina {2 podruhé v bodé P # B.

Dokazte, ze tecna ke kruznici w v bodé P protina primku BS v bodé, ktery lezi na ose
vnitiniho thlu BAC. (Portugalsko)

3. Pro kazdé prirozené ¢islo k > 2 urcete vsechny nekonecné posloupnosti kladnych celych
¢isel ay, as, . . ., pro néz existuje polynom P tvaru P(z) = 2 4+ ¢_128 1+ + 12 + ¢,
kde cg, cq, ..., ck_1 jsou nezaporna cela cisla, takovy, ze

P<an) = Ap4+10n+2 * * * Aptk

pro kazdé prirozené n = 1. (Malagsie)


https://www.imo-official.org/year_individual_r.aspx?year=2023
https://imo2023.jp/en/problems/

Druhy soutézni den

(9. 7. 2023)
4. Necht 1, x3, ..., x93 jsou po dvou rizna kladna realna cisla takova, ze
1 1 1
an=/(x1+z2+...Fap) (| —+F—+...+ —
I i) Ip
je celé ¢islo pro kazdé n = 1,2,...,2023. Dokazte, Ze asgez = 3034. (Nizozemsko)

5. Bud n kladné celé ¢islo. Japonskiy trojuhelnik sestava z 1+2+4. . .+n kruhti usporadanych
do tvaru rovnostranného trojihelniku tak, Ze pro kazdé i = 1,2,...,n obsahuje i-ta
fada pravé ¢ kruht, z nichz pravé jeden je obraven cervené. NindZova cesta v japonském
trojuhelniku je posloupnost n kruht, ktera zac¢ina kruhem v horni radé, z kazdého kruhu
pokracuje vzdy do jednoho ze dvou kruht lezicich prfimo pod nim a kon¢i v dolni fadé. Zde
je priklad japonského trojuhelniku pro n = 6 a v ném priklad nindzovy cesty obsahujici
dva cervené kruhy:

n—=~06

V zavislosti na n najdéte nejvétsi k takové, ze v kazdém japonském trojihelniku existuje
nindzova cesta obsahujici aspon k ¢ervenych kruhi. (Nizozemsko)

6. Bud ABC rovnostranny trojihelnik. Necht Ay, By, C7 jsou vnitini body trojihelniku
ABC takové, ze |BA1| = |A10‘, |CBl‘ = |BlA|, |ACI| = |ClB| a

|/BAC| + |£CB1A| + |£LAC, B| = 480°.
Primky BC; a C'Bj se protinaji v bodé As, primky C'A; a ACt v bodé By a primky AB;
a BA; v bodé Cs.
Dokazte, ze pokud je trojihelnik A;B;C; ruznostranny, pak tfi kruznice opsané
trojuhelnikiim AA; Ay, BBy By a CC1Cy prochazeji vsechny dvéma spoleénymi body.

(Poznamka: ruznostranny trojuhelnik je takovy, v némz zadné dvé strany nejsou shodné.)

(USA)

Mezinarodni matematicka olympidda se v roce 2024 bude konat v britském Bathu,
nasledovat budou Australie a Cina. Jury letos nové pfislibila organizaci soutéze v roce
2027 Madarsku a pro rok 2028 uvazuje o Saudské Arabii.

Pavel Calabek



