73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich tiloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tdlohy i s feSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Na party se seslo 20 osob, z toho 10 chlapci a 10 divek. KazZdému se libi pravé k osob
opacného pohlavi. Je vidy mozné vytvorit pdr, v némz se obéma libi ten druhy? Reste
a) prok =15, b) pro k = 6. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

V' nasledujicich 1ilohach predpokladame, ze na dané party jsou alespon dveé
osoby a znamosti jejich icastniki jsou vzajemné. To se ovsem netyka sympatii
z navodné tlohy N1 a doplnujici tlohy D1.

U stolu sedi t1i chlapci a ¢tyti divky. Kazdému chlapci se libi tii divky, kazdé divce
jen jeden chlapec. Existuje mezi nimi vzdy dvojice opa¢ného pohlavi, ve které se
obéma libi ten druhy?

Na party se kazdého z navstévnik zeptame, kolik ostatnich navstévnika zna.
Ukazte, ze pokud jejich odpovedi secteme, vyjde vzdy sudé ¢islo.

Ukazte, Ze na kazdé party 1ze nalézt aspon dva ucastniky, ktefi tam maji stejny
pocet znamych.

Miize se na party ze soutézni tlohy v pripadé k = 6 stat, ze bude existovat prave
20 part, v nichz se obéma libi ten druhy?

Na pérty se kazdy tcastnik zna s prave tfemi dalsimi. Ukazte, Ze pocet ticastnikil
party je sudy. Dale uvedte priklady znamosti na takovych party s 6, 8 a 2024
ucastniky:.

V jistém meésté maji vybudovanou sit na sifeni pomluv, v niz si kazdy pomlouvac
vymeénuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda pomlouvacka si vyménuje
informace se tfemi pomlouvadi. Jinak se pomluvy nesiti. a) Dokazte, ze pomlou-
vacu a pomlouvacek je stejny pocet. b) Predpokladejme, Ze sit na pomlouvani je
souvisla (pomluvy od libovolného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou
dostat ke vSem ostatnim). Dokazte, ze i kdyz jeden pomlouva¢ zemfe, zistane
sit souvisla.

Lukéas a Marek, ktefi se znaji, se sesli na party, na niz platilo: Maji-li nékteri
dva tcastnici stejny pocet zndmych, pak nemaji zadného spolecného znamého.
Dokazte, ze na party je nékdo, kdo tam ma pravé jednoho znamého. Néavod:
Nejprve vyberte jednoho tucastnika, ktery zna na party nejvétsi pocet osob.

Ve spolecnosti lidi jsou nékteré dvojice spratelené. Pro kazdé celé k = 3 fekneme,
ze spolecnost je k-dobra, pokud lze kazdou k-tici lidi ze spolecnosti rozesadit
kolem kruhového stolu tak, ze se kazdi dva sousedé prateli. Dokazte, ze je-li
spolecnost 6-dobra, pak je i 7-dobra.
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D6. Ve skupiné 90 déti ma kazdé aspon 30 kamaradu (kamarddstvi je vzajemné).
Dokazte, ze je lze rozdélit do tii 30clennych skupin tak, aby kazdé dité mélo ve
své skupiné aspon jednoho kamaréada.

2. 7 cislic 1 aZ 9 vytvorime devitimisiné cislo s navzdajem ruznymi cislicemi. Poté
vypocitame soucet kazdé trojice sousednich cislic a téchto sedm soucti zapiseme
vzestupné. Rozhodnéte, zda lze takto ziskat posloupnost
a) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 22,

b) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 23. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte ta pétimistna cisla, z nichz kazdé ma pét rtznych lichych cislic, pritom
soucet prvnich tii ¢islic je 11 a soucet poslednich t¥i éislic je 15.

N2. Urcete nejvétsi mozné hodnoty nasledujicich souctt, ve kterych aq,ao, ..., as, ag
je libovolné poradi cislic 1,2,...,8,9:
a) a1 + ag + asz + ag + as + ag + a7 + as,
b) CL1+CL2—|—CL3+CL4+CL5+6L6+CL7+G8+2CL9,
c) a1 + 2as + 2az + 2a4 + 2a5 + 2a¢ + 2a7 + 2ag + ag.

D1. Naleznéte nejvétsi mozné Sestimistné ¢islo, jehoz kazda ¢islice (pocinaje treti
Cislici zleva) je souc¢tem predchozich dvou.

D2. Dané prirozené ¢islo n ma cislice, jejichz hodnoty se zleva doprava zvétsuji.
Ukazte, Ze ciferny soucet cisla 9n je vzdy roven deviti. Navod: 9n = 10n — n.

D3. Naleznéte nejvétsi mozné prirozené cislo, jehoz kazd4 ¢islice (kromé obou kraj-
nich) je mensi nez aritmeticky prumér ¢islic sousednich.

3. Je dan trojuhelnik ABC' s tézistéem T. Nad tuseckami BT A L
a CT jsou sestrojeny pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky
BTK a CTL stejné jako na obrazku. Oznacme D stred
strany BC a E stred isecky KL. Urcete vsechny mozné p C
hodnoty poméru |AT| : |DE|. (Michal Rolinek) )76

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
Pti Teseni navodnych a doplnujicich tdloh lze s vyhodou vyuzit spirdlni podob-
nosti.* Tak bézné nazyvame podobné zobrazeni, kterd jsou vysledky slozeni stej-
nolehlosti a otoceni se spole¢nym stredem, ktery pak nazyvame stredem dané
spiralni podobnosti.

N1. Navzajem riuzné body S, A, A’, B, B’ jsou zvoleny tak, Ze oba trojihelniky SAA’
a SBB'’ jsou rovnostranné, pri¢emz prii pohledu z bodu S jsou body A, A’, B,
B’ pravé takto usporadany v kladném sméru (jako na obrézku). Dokazte tvrzeni:

* S timto pojmem a jeho uzitim pii FeSen{ mnoha tloh se lze pristupnym zpusobem sezndmit v bakaldiské
praci Tomase Hrdlicky Spirdlni podobnost v planimetrii se seznamem uzité literatury, ktery zahrnuje odkazy
na dalsf (internetové) zdroje.


https://theses.cz/id/5tj389/Spirln_podobnost.pdf
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(i) Trojuhelniky SAB a SA'B’ jsou shodné. (ii) Oznacime-li Sap a Sa g po fadé
stredy tsecek AB a A’B’, je trojuhelnik SS4pSa g rovnostranny.

S S

A/
(N1) (N2)

N2. Dokazte obménu obou tvrzeni z N1 pro obecndjsi situaci, kdy trojuhelniky SAA’
a SBB' jsou (pfimo) podobné (jako na obrazku):
(i) ASAB ~ ASA'B’, (ii) ASSapSap ~ ASAA ~ ASBB'.

D1. Vné trojuhelniku ABC' lezi body D, E, F takové, ze trojuhelniky BC'D, CAE
stranny trojuhelnik.

D2. Uvnitt pravouhlého trojiuhelniku ABC s preponou AB a vnitfnim thlem pri
vrcholu A o velikosti 60° existuje bod P, pro ktery plati |XAPB| = 120°,
|BP| =4 a |CP| = 1. Urcete délku tsecky AP.

4. O lichém prvocisle p rekneme, Ze je specidlni, pokud soucet vsech prvocisel mensich
nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, kterd jsou specidlni?
(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel u a v, ve kterych u je délitelem 2v a v je
délitelem 3u.

N2. Ukazte, ze pro zadné liché prvocislo p neni soucet 1 + 2 + 3 + ... + p délitelny
néjakym prvocislem vétsim nez p.

N3. Pro dané liché prvocislo p oznacme S soucet vSech prirozenych ¢isel mensich nez p,
kterd maji ve svych dekadickych zapisech alespon jednu c¢islici z dekadického
zapisu Cisla p. Ukazte, Ze pokud p | S, pak ¢islo S nemé kromé p zadného
prvocinitele vétstho nez 5(p — 1).

D1. Ukazte, ze soucet dvou po sobé jdoucich prvocisel nemuize byt dvojnasobek jiného
prvocisla.

D2. Dokazte, ze pokud pro ptirozena ¢isla a, b, ¢ plati, a+b+c | abe, pak je a+b+c
slozené cislo.

D3. Pro kazdé n > 1 oznaCme S,, souc¢et n prvnich prvocisel. Ukazte, ze v intervalu
(S, Sn+1) lezi vzdy druhd mocnina nékterého prirozeného ¢isla.

D4. Na tabuli jsou napsdna (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je 105krat vétsi
nez jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud jich je a) pét, b)
sedm.
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5. Rozhodnéte, zda existuje neprazdnd podmnozina policek tabulky 7 X 7 s nasledujici
vlastnosti: Pro kazZdé z vyobrazenych tetramin

| | | HpEEEE

lze tuto podmnoZinu vyplnit bez prekryvani vyhradné jeho kopiemi. Jednotlivé kopie
mizeme libovolné otdcet a prekldpeét. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1. Naleznéte neprazdnou podmnozinu policek tabulky 20 x 20, kterou lze vyplnit
(beze zbytku a prekryvani) kopiemi levého obrazce i kopiemi pravého obrazce.

N2. Uréete, kolik poli¢ek obsahuje nejmensi obrazec, ktery lze vyplnit a) jak tetraminy
typu I, tak tetraminy typu O, jakoz i tetraminy typu L, b) jak tetraminy typu
S, tak tetraminy typu T.

D1. Rozhodnéte, zda 1ze nasledujici tabulku vyplnit tetraminy typu L.

D2. Rozhodnéte, zda 1ze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu T.
D3. Rozhodnéte, zda 1ze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu I.

D4. Na nékteré pole ¢tvercové Ssachovnice n x n (n 2 2) postavime figurku a pak
s ni tdhneme st¥idave ,sikmo“ a ,pfimo“ ,Sikmo“ znamend na pole, které ma
s predchozim spolecény prave jeden bod. ,Pfimo® znamena na sousedni pole, které
mé s predchozim spole¢nou stranu. Urcete vSechna n, pro néz existuje vychozi
pole a posloupnost tahti zac¢inajici ,Sikmo* tak, ze figurka projde celou Ssachovnici

a na kazdém poli se octne pravé jednou.

D5. Necht n = 3 je prirozené ¢islo. Uvazujme ¢tvereckovany papir o rozmérech n x n,
jehoz jednotlivé ¢tverecky mohou mit bud bilou, nebo ¢ernou barvu. V kazdém

kroku zménime barvy péti c¢tvereckii, které tvori obrazec v libovolném

natoceni. Na pocatku jsou vSechny &tverecky bilé. Rozhodnéte, pro kterd n lze
po koneéném poctu krokt dosahnout toho, ze vSechny c¢tverecky budou cerné.
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6. Pro realnd cisla a, b, ¢, d z intervalu (1,2) plati (a + ¢)(b+ d) = 8. Dokazte, Ze

1 1 1 1
a2+b2—1+62—|—c2—1+02—|—d2—1+d2+a2—1

1\

L,
a urcete, kdy nastane rovnost. (Zdenék Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Pro libovolna realna ¢isla z, y a z dokazte
a) 22 +y? + 22 2 2(x +y)z — 2zy, b) 2+ 22(1+y?) 2 2z(1 +y).

N2. Reédlna cisla a, b lezi v intervalu (1, 2). Ukazte, Ze plati nasledujici nerovnosti:
a) a® +v* < 1+ 2ab, b) a® + b* < 2ab,
c)2<a/b+bla< 3, d) a® +2b% < (2a+ 1)b + 3.

N3. Dokazte, ze pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isel aq,ao, ..., a, plati

(a1 +ag+...+ap) - (1/ay +1/ag + ... +1/a,) = n?.

Kdy nastane rovnost?

N4. Pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isla aq,ao,...,a, definujeme jejich
aritmeticky pramér A,, a harmonicky prumér H,, vzorci
ay+as+...+a n
A, = 1+ as + + an 2 M, — .
n 1/ay +1/as+ ...+ 1/a,

Dokazte, ze vzdy plati A, = H,.
D1. Dokazte, ze pro libovolna kladné realna ¢isla a, b, ¢ plati
a n b n c 3
b+c c+a a+bT 2

1\

D2. Pro libovolna kladna realné cisla x, y, z dokazte nerovnost

1 1 1 T z z
(:E—I—y+z)(——|——+—>§m2, kdem:min(—+y+—,g—|——+—>.
xr Yy oz y z xxr oy =z
Zjistéte rovnéz, kdy v dokazané nerovnosti nastane rovnost.
D3. Dokazte, ze pro libovolna redlna éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

a n b n c
1+bc 14+ca 1+ab

A

2.

D4. Pro realna ¢isla a, b plati 9a® 4+ 8ab + 7b% < 6. Dokazte, 7e 7a + 5b + 12ab < 9.

D5. Pro kladné realné ¢isla a, b, ¢, d plati abed = 4 a a? + b? + ¢ + d? = 10. Urcete
nejvetsi moznou hodnotu vyrazu ab + be + cd + da.

D6. Najdéte nejmensi kladné redlné cislo ¢ s nasledujici vlastnosti: Kdykoliv realna
¢isla a, b, ¢, d spliuji rovnosti a +b+c+d =6 a a® + b*> + ¢ + d? = 10, lze z
téchto Cisel vybrat dvé, jejichz rozdil ma absolutni hodnotu nejvyse t.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.
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1. Na party se seslo 20 osob, z toho 10 chlapci a 10 divek. KazZdému se libi pravé k osob
opacného pohlavi. Je vidy mozné vytvorit pdr, v néms se obéma libi ten druhy? Reste
a) prok =5, b) pro k = 6. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

V nasledujicich ulohach predpokladame, ze na dané party jsou alespon dvé
osoby a znamosti jejich icastniki jsou vzajemné. To se ovsem netyka sympatii
z navodné tlohy N1 a dopliujici ilohy D1.

U stolu sedi tfi chlapci a ¢tyfi divky. Kazdému chlapci se libi tii divky, kazdé
divce jen jeden chlapec. Existuje mezi nimi vzdy dvojice opac¢ného pohlavi,
ve které se obéma libi ten druhy? [Ano. VSech dvojic je 12. Uvazte, v kolika
z nich se a) chlapci libi divka, b) divce libi chlapec. Nebo podle celkového poctu
chlapeckych sympatii dokazte, Ze néktera divka se libi vSem tfem chlapcim
(uzitim Dirichletova principu nebo sporem).]

Na party se kazdého z navstévnikt zeptame, kolik ostatnich navstévnikt zna.
Ukazte, ze pokud jejich odpovédi secteme, vyjde vzdy sudé ¢éislo. [Navod: Kolikrat
jsme pocitali kazdou znadmost?|

Ukazte, Ze na kazdé party lze nalézt aspon dva tcastniky, ktefi tam maji stejny
pocet znamych. [Na péarty o n ucastnicich je pocet zndmych kazdého jedno
z n ¢isel 0,1,...,n — 1. Aspon dva z téchto n poc¢ti musi byt stejné, nebot
je vylouceno, aby se jeden pocet rovnal ¢islu 0 a jiny ¢islu n — 1, tudiz riznych
poctu je nejvyse n — 1.]

Mize se na party ze soutézni ulohy v pripadé k = 6 stat, ze bude existovat
pravé 20 part, v nichz se obéma libi ten druhy? [Ano. PopiSeme jeden z mnoha
moznych prikladt. Pét ¢tytélennych skupin po 2 chlapcich a 2 divkéach rozestavme
po obvodu kruhu a vyberme ,kladny“ smér jeho prochazeni. Predpokladejme, Ze
kazdému chlapci se libi pravé 2 divky z jeho skupiny a dalsi 4 divky ze dvou
skupin, které jsou od jeho skupiny nejblizsi v kladném sméru, a ze podobné kazdé
divce se libi pravé 2 chlapci z jeji skupiny a dalsi 4 chlapci ze dvou skupin, které
jsou od jeji skupiny nejblizsi v kladném sméru. Pak vSechny pary se vzajemnymi
sympatiemi jsou ¢astmi vytvorenych péti ¢tveric a jejich pocet tak je 5-2-2 = 20.]
Na party se kazdy tcastnik zna s prave tfemi dalsimi. Ukazte, ze pocet ticastnikii
party je sudy. Dale uvedte priklady znamosti na takovych party s 6, 8 a 2024
ucastniky. [Oznacte n pocet ucastniki a uvazte, ze dvojndsobek poctu vsech
znamosti na party je sudé ¢islo, které se rovna 3n. Pro n = 6 si predstavte,
ze Ucastnici jsou rozmisténi na obvodu kruhu a Ze se znaji pravé ti, co spolu
nesousedi (mozné jsou i jiné piiklady). Pro n rovné 8, 2024 nebo obecné n = 4k
uvazte napriklad situaci, kdy ucastnici jsou rozdéleni do k ctvetic, pricemz
navzajem se znaji prave lidé ze stejné ¢tverice. |

V jistém meésté maji vybudovanou sit na sifeni pomluv, v niz si kazdy pomlouvac
vymeénuje informace se tfemi pomlouvackami a kazdd pomlouvacka si vyménuje
informace se tfemi pomlouvaci. Jinak se pomluvy nesiti. a) DokaZte, Ze pomlou-
vacl a pomlouvacek je stejny pocet. b) Predpokladejme, Ze sit na pomlouvéni je
souvisld (pomluvy od libovolného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou
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dostat ke vSem ostatnim). Dokazte, ze i kdyz jeden pomlouva¢ zemfe, zustane
sit souvisld. [B-61-1-5]

D4. Lukas a Marek, ktefi se znaji, se sesli na party, na niz platilo: Maji-li nékteri
dva tcastnici stejny pocet znamych, pak nemaji zadného spolecného znamého.
Dokazte, ze na party je nékdo, kdo tam ma pravé jednoho znamého. Néavod:
Nejprve vyberte jednoho tucastnika, ktery zna na party nejvétsi pocet osob.
[Ozna¢me X jednoho z téch tucastniki, ktefl na party znaji nejvice, feknéme
k osob. Podle zadéni je k = 1, v piipadé k = 1 jsme hotovi. Je-li k& > 1, zadni dva
z k znamych vybraného X nemaji stejny pocet znamych, takze téchto k pocti
tvori celou mnozinu {1,2,...,k}.]

D5. Ve spolecnosti lidi jsou nékteré dvojice spratelené. Pro kazdé celé k = 3 Fekneme,
ze spolecnost je k-dobra, pokud lze kazdou k-tici lidi ze spolec¢nosti rozesadit
kolem kruhového stolu tak, ze se kazdi dva sousedé prateli. Dokazte, ze je-li
spolecnost 6-dobréa, pak je i 7-dobré. [A-67-111-1]

D6. Ve skupiné 90 déti ma kazdé aspon 30 kamaradu (kamarddstvi je vzdjemné).
Dokazte, ze je lze rozdélit do tii 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité mélo ve
své skupiné aspor jednoho kamarada. [A-61-T1T-5]

2. 7 cislic 1 aZ 9 vytvorime devitimistné cislo s navzdajem ruznymi cislicemi. Poté
vypocitame soucet kazdé trojice sousednich cislic a téchto sedm soucti zapiseme
vzestupne. Rozhodnéte, zda lze takto ziskat posloupnost
a) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 22,

b) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 23. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte ta pétimistna cisla, z nichz kazdé ma pét rtznych lichych cislic, pritom
soucet prvnich t¥i ¢islic je 11 a soucet poslednich t¥1 ¢islic je 15. [Prostiedni ¢islice
musi byt 1, protoze 11 + 15 je o jedna vétsi nez 1 + 3 + 5+ 7+ 9. Na prvnich
dvou mistech pak musi byt 3 a 7, na poslednich dvou 9 a 5. Vsechna takova ¢isla
vyhovuji: 37159, 37195, 73159, 73195.]

N2. Urcete nejvétsi mozné hodnoty nasledujicich souctt, ve kterych aq,ao, ..., as, ag
je libovolné poradi cislic 1,2,...,8,9:

a) a1 + ag + as + ag + as + ag + a7 + as,

b) a1—i—ag+a3+a4+a5+a6+a7+a8+2a9,

¢) a1 + 2as + 2a3 + 2a4 + 2a5 + 2a¢ + 2a7 + 2ag + ag.
[a) 45 —1=44,b) 454+9=>54,¢) 2-45 — (1 +2) = 87/]

D1. Naleznéte nejvétsi mozné Sestimistné ¢islo, jehoz kazda ¢islice (pocinaje tieti
¢islici zleva) je souétem predchozich dvou. [303 369. Cislice zleva doprava jsou a,
b, a+b, a+ 2b, 2a + 3b a 3a + 5b. Z nerovnosti 3a + 5b < 9 plyne a < 3, pritom
pro a = 3 je nutné b = 0.

D2. Dané prirozené ¢islo n ma cislice, jejichz hodnoty se zleva doprava zvétsuji.
Ukazte, ze ciferny soucet ¢isla 9n je vzdy roven deviti. Navod: 9n = 10n — n.
[Ma-li dané n cislice ¢; < ¢o < ... < ¢, jsou dislice rozdilu 10n — n podle


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471852/b61i.pdf#page=5
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pisemného algoritmu pro od¢itani zleva doprava rovny ¢y, ¢ —c1,. .., Ck—1 — Crp—2,
¢k — (ck—1 + 1), 10 — ¢g. Jejich soucet je skutecné 9.

D3. Naleznéte nejvétsi mozné prirozené cislo, jehoz kazd4 ¢islice (kromé obou kraj-
nich) je mensi nez aritmeticky primér &slic sousednich. [96 433 469. Cislo se zapi-
sem ¢ics ... Gy, kde n 2 3, vyhovuje zadani, pravé kdyz plati ¢,y 1 —¢; > ¢; — ;1
pro kazdé pripustné ¢. Hledame tak nejvétsi ¢islo, pro néz je odpovidajici posloup-
nost rozdili co — ¢y, ¢3 — o, ..., ¢, — ¢p—1 rostouci. Nechf je prvnich k£ rozdili
zapornych a poslednich n — 1 — k rozdili nezapornych. Jejich soucty jsou po
fadé cgp1 —c1 2 =9 a ¢y —cgr1 < 9. Odtud s ohledem na 1 +2+3+4 > 9
plyne, ze k £ 3an—1—k = 4 (je mozny i rozdil 0) neboli n — k < 5. Proto
n=k+ (n—k) =< 8. Ukazme, ze pro n = 8 (kdy nutné k£ = 3) vyhovujici ¢islo

existuje. Protoze hleddme co nejvétsi takové, vybereme ¢; = 9 (ostatné c¢; je
mozno vzdy zvétsit). Pak ovsem z ¢; = 9 a k = 3 plyne, Ze ¢; — ¢ < —3 neboli
co < 6, pritom pro ¢ = 6 je nutné ¢c3 — ¢y = —2 a ¢4 — ¢; = —1, takze pak

ctyrcisli cicacsey je rovno 9643. Z podminky nezapornosti ¢isla c5 — ¢y pticy = 3
ovSem snadno plyne, Ze jediné vyhovujici ¢tyréisli cscgeres pak je 3469.]

3. Je dan trojuhelnik ABC' s tézistém T. Nad tuseckami BT 4 L

a C'T jsou sestrojeny pravotuhlé rovnoramenné trojuhelniky
BTK a CTL stejné jako na obrazku. Oznacme D stred
strany BC a E stred isecky KL. Urcete vsechny mozné p C

hodnoty poméru |AT| : |DE|. (Michal Rolinek) K

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
P1i Teseni navodnych a doplnujicich tdloh lze s vyhodou vyuzit spirdlni podob-
nosti.* Tak bézné nazyvame podobné zobrazeni, kterd jsou vysledky slozeni stej-
nolehlosti a otoceni se spolecnym stredem, ktery pak nazyvame stredem dané
spiralni podobnosti.

N1. Navzdjem ruzné body S, A, A’, B, B’ jsou zvoleny tak, Ze oba trojihelniky SAA’
a SBB’ jsou rovnostranné, pri¢emz pri pohledu z bodu S jsou body A, A’, B,
B’ pravé takto usporadany v kladném sméru (jako na obréazku). Dokazte tvrzeni:
(i) Trojuhelniky SAB a SA'B’ jsou shodné. (ii) Oznacime-li Sap a Sa p po fadé
stredy tsecek AB a A’'B’, je trojuhelnik SS4pSa g rovnostranny.

S S

A B A B

A/
A/
(N1) (N2)

* S timto pojmem a jeho uzitim pii FeSen{ mnoha tloh se lze pristupnym zpusobem sezndmit v bakaldiské
praci Tomase Hrdlicky Spirdlni podobnost v planimetrii se seznamem uzité literatury, ktery zahrnuje odkazy
na dalsf (internetové) zdroje.
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N2.

D1.

D2.

[Uvazte otoceni se stiedem S a tthlem +60°. Co je obrazem usecky AB? Co je
obrazem bodu Sap7|

Dokazte obménu obou tvrzeni z N1 pro obecnéjsi situaci, kdy trojihelniky SAA’
a SBB' jsou (pfimo) podobné (jako na obrézku):

(i) ASAB ~ NSA'B, (ii) ASSapSap ~ NASAA ~ ASBB'. [Uvaite
slozeni stejnolehlosti a otoceni se spoleénym stfedem v bodé S (neboli spirdlni
podobnost se sttedem S), které zobrazi A na A’, a tedy rovnéz B na B’. Pak
provedte analogické tivahy jako pfi feseni tilohy N1.]

Vné trojuhelniku ABC' lezi body D, E, F' takové, ze trojuhelniky BCD, CAE

vV

Vviev

ralni podobnost se stredem v C, kterd zobrazuje B; na A, a tedy rovnéz A;
na D. Pro tsecku BjA; a jeji obraz AD pak plati |AD| = /3| B1A;|. Analo-
gickymi tivahami odvodime nejen |BE| = v/3|C1B;| a |CF| = v/3]A1C}], ale
také |BE| = v/3|A1 By, |OF| = /3| B1C| a |AD| = v/3|C1A;|. Odtud jiz plyne
|A1B1| = [A1Ch| = |B1Chl ]

Uvniti pravouhlého trojuhelntku ABC' s preponou AB a vnitinim thlem pri
vrcholu A o velikosti 60° existuje bod P, pro ktery plati |[<APB| = 120°, |BP| =
=4 a |CP| = 1. Urcete délku tsecky AP. [|[AP| = 2. Uvazte spirdlni podobnost
se stfedem v bodé A, ktera zobrazi C' na B. Obraz bodu P oznacte P’. Koeficient
této podobnosti je |BA|/|CA| =1/ cos60° = 2, tudiz pro obraz BP' tsecky C'P
o délce 1 plati |BP'| = 2. Déle z AABC ~ AAP'P (podle véty sus) plyne
|LAP'P| = 30° a |XAPP'| = 90°, tudiz |%<P'PB| = | X APB| — | X APP'| = 30°,
coz spolu s |[BP| = 4 a |BP'| = 2 dava |xBP'P| = 90°. Pricka PP’ tak svird
shodné stiidavé uhly jak s piimkami AP a P’'B, tak s piimkami AP’ a BP.
Ctyftihelnik APBP' je proto rovnobé&znik, odkud |AP| = |BP'| = 2.]

4. O lichém prvocisle p rekneme, Ze je specidlni, pokud soucet vsech prvocisel mensich
nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, kterd jsou specidlni?

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel u a v, ve kterych u je délitelem 2v a v je
délitelem 3u. [Existuji prirozend a, b tak, ze 2v = au a 3u = bv. Vyndsobenim
dostaneme 6vu = abuv neboli ab = 6. Proto (a,b) je nutné jedna z dvojic (1, 6),
(2,3), (3,2), (6,1). Pozadované rovnosti 2v = au a 3u = bv se pak po fadé
redukuji na v = 2v, u = v, u = %v, u = %v. Vyhovuji tedy pravé dvojice (u,v)
tvara (2n,n), (n,n), (2n,3n) a (n,3n), kde n je pfirozené ¢islo.]

Ukazte, ze pro zadné liché prvocislo p neni soucet 1 + 2 + 3 4 ... 4+ p délitelny
néjakym prvocislem vétsim nez p. [Dany soucet je roven %p(p + 1), tudiz kazdy
jeho prvocinitel ¢ déli nékteré z ¢isel p nebo p+ 1, a proto ¢ < p, nebot prvocislo
p je liché, a tak sudé ¢islo p + 1 je aspon 4, a je tedy sloZené.]

Pro dané liché prvocislo p oznac¢me S soucet vSech prirozenych ¢isel mensich nez p,
kterd maji ve svych dekadickych zapisech alespon jednu dislici z dekadického

9
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D1.

D2.

D3.

D4.

zapisu ¢isla p. Ukazte, ze pokud p | S, pak ¢islo S nema kromé p zadného
prvocinitele vétstho nez 1(p —1). [Zfejmé S < 1+2+...+ (p—1) = Ip(p— 1),
odkud S/p = %(p — 1), kde S/p je prirozené ¢islo diky predpokladu p | S. Je-li
proto ¢ néjaky prvocinitel ¢isla S ruzny od p, je i prvocinitelem ¢isla S/p, které
samo jak vime neprevysuje %(p —1).]

Ukazte, ze soucet dvou po sobé jdoucich prvocisel nemiize byt dvojnasobek jiného
prvocisla. [Pro dikaz sporem pii zfejmém oznaceni rovnost p, + pny1 = 2¢
prepisme do tvaru %(pn +pns1) = q. Cislo g tedy lezi uvniti otevieného intervalu
(Pn, Pns1), ve kterém vsak nejsou zadna prvocisla.]

Dokazte, ze pokud pro prirozena ¢isla a, b, ¢ plati, a+ b+ c | abe, pak je a+b+c
slozené ¢islo. [Sporem: Pokud by éislo s = a 4+ b + ¢ bylo prvocislo, bylo by
délitelem (diky zadané podmince s | abc) aspon jednoho z ¢isel a, b, ¢. Ta jsou
vsak vSechna t¥i mensi nez jejich soucet s, coz je spor.]

Pro kazdé n > 1 oznacme S,, souc¢et n prvnich prvocisel. Ukazte, ze v intervalu
(S, Sn+1) lezi vidy druhd mocnina nékterého ptirozeného ¢isla. [Ukazme predné,
ze k tomu, aby v obecnéj$im intervalu (S,S + (2k + 1)), kde S a k jsou
piirozena ¢isla, leZzela druhd mocnina, staci, aby platilo S < (k+1)? (pokud totiz
v (S, S + (2k + 1)) nelezi zadné z ¢isel 12,22, ... k% je pak k? < S < (k+1)?,
tudfZ v daném intervalu lezf ¢islo (k+1)2). PYi zfejmém oznaceni tak v nasf tloze
sta¢l pro kazdé n > 1 dokdzat nerovnost p; + ...+ p, < %(pnﬂ +1)? (podle
predchoziho tvrzeni pro k = %(pnﬂ —1)). Jelikoz p1 — 1, pa, p3, - . ., P, jSOU TUZNA
¢isla z mnoziny lichych &isel {1,3,5,. .., ppi1 — 2} se souctem prvki 1 (pn+1—1)2,
staci dokézat, Ze plati 1 + 1(ppt1 — 1)% < F(pns1 + 1)% To je ale zfejmé, nebot
celé &islo 1 (pn+1 — 1)% je mensf neZ celé ¢fslo 1 (ppr1 + 1)2.]

Na tabuli jsou napsdna (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je 105krat veétsi
nez jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud jich je a) pét, b) sedm.
[70-A-T-1]

5. Rozhodnéte, zda existuje meprazdnd podmnozina policek tabulky 7 X 7 s nasledujici
vlastnosti: Pro kazZdé z vyobrazenych tetramin

| | | HpEEEE

lze tuto podmnoZinu vyplnit bez prekryvdni viyhradne jeho kopiemi. Jednotlivé kopie
muzeme libovolné otacet a prekldpét. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

Naleznéte neprazdnou podmnozinu poli¢ek tabulky 20 x 20, kterou lze vyplnit
(beze zbytku a prekryvani) kopiemi levého obrazce i kopiemi pravého obrazce.

[Pouzijte kazdou dlazdici ¢tytikrat ,,dokola®

10
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N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Urcete, kolik policek obsahuje nejmensi obrazec, ktery lze vyplnit a) jak tetraminy
typu I, tak tetraminy typu O, jakoz i tetraminy typu L, b) jak tetraminy typu S,
tak tetraminy typu T. [8 poli¢ek pro obé tlohy. Kazdy vyhovujici obrazec musi
byt slozen z alespon dvou kopii kazdého ze zminénych tetramin a mit tak alespon
8 poli¢ek. Mozné priklady obrazcii s 8 policky i s pozadovanymi vyplnénimi jsou
na obrazku.]

Rozhodnéte, zda lze néasledujici tabulku vyplnit tetraminy typu L.

[Jde to. Dokonce lze bez presahu vyplnit ,,polovinu® tabulky, rozdélené jeji svislou
(nebo vodorovnou) osou soumérnosti.|

Rozhodnéte, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu T. [Nejde to.
Obarvéte tabulku bilymi a ¢ernymi poli jako Sachovnici. Pak kazdé tetramino
T pokryva lichy pocet cernych poli. Pti vyplnéni 25 tetraminy typu T by celkovy
pocet pokrytych ¢ernych poli byl lichy.]

Rozhodnéte, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu I. [Nejde to. Uvazte
,hrubsi® Sachovnicové obarveni, kdy jednobarevné ¢tverce maji velikost 2 x 2.
Kolik ¢ernych poli pak pokryje jedno tetramino typu I, kolik by jich bylo pokryto
pfi vyplnéni jeho 25 kopiemi?]

Na nékteré pole ¢tvercové Sachovnice n x n (n 2 2) postavime figurku a pak
s ni tdhneme st¥idavé ,sikmo“ a ,pfimo“ ,Sikmo“ znamend na pole, které ma
s predchozim spolecny pravée jeden bod. ,,Pfimo“ znamena na sousedni pole, které
mé s predchozim spole¢nou stranu. Urcete vSechna n, pro néz existuje vychozi
pole a posloupnost tahti zacinajici ,,Sikmo* tak, ze figurka projde celou sachovnici

a na kazdém poli se octne pravé jednou. [A-56-11T-1]

Necht n = 3 je prirozené ¢islo. Uvazujme ¢tvereckovany papir o rozmérech n x n,
jehoz jednotlivé ¢tverecky mohou mit bud bilou, nebo ¢ernou barvu. V kazdém

kroku zménime barvy péti Ctverecku, které tvori obrazec v libovolném

natoceni. Na pocatku jsou vSechny ¢tverecky bilé. Rozhodnéte, pro kterd n lze
po koneéném poctu krokt dosdhnout toho, ze vSechny c¢tverecky budou cerné.

[A-72-111-6]
11


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471781/a56iii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3512333/a72iii.pdf

73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A

6. Pro redlnd ¢isla a, b, ¢, d z intervalu (1,2) plati (a + ¢)(b+ d) = 8. Dokazte, Ze

1 . 1 n 1 L 1 >
a2+ -1 PP+c2-1 AE+dP-1 d*+a>-17"
a urcete, kdy nastane rovnost. (Zdenek Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Pro libovolna redlna cisla x, y a z dokazte
a) B +y? 4+ 2% 2 2(x 4+ y)z — 2zy, b)2+2%(1+y?) 2 22(1+y).
[Nerovnost z a) upravte na (x +y — 2)> 20,z b) na (zy — 1)+ (z — 1) 2 0]
Redlnd ¢isla a, b lezi v intervalu (1,2). Ukazte, Ze plati nasledujici nerovnosti:
a) a®> +b* < 1+ 2ab, b) a® + b* < 2ab,
)2Za/b+b/a<3  d)a®+20* < (2a+1)b+ 3.
[Nerovnost z a) upravte na (a —b)? < 1, nerovnost z b) na (2a —b) - (2b—a) = 0.
Leva nerovnost z c) plati pro libovolnd a,b > 0 a lze ji dokdzat naptiklad upravou
na (a — b)?> = 0 (nebo uzitim A-G nerovnosti pro dvé ¢isla a/b a b/a). Prava
nerovnost z ¢) plyne z b). Nerovnost z d) upravte na (a — b)* + (b— 1) < 13
a vyuzijte toho Ze [a —b| £ 1a0<b— 5 < 3]
Dokazte, ze pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isel aq, as, ..., a, plati

(a1 +ag+...+ap) - (1/ay +1/ag + ... +1/a,) = n?.

Kdy nastane rovnost? [Po rozndsobeni dostanete n jednicek a n(n — 1)/2 dvojic
zlomkt a;/a; a aj/a; (kde 1 <7 < j < n), pfitom soucet kazdych dvou takovych
zlomk je aspon 2 podle Teseni ¢asti ¢) z tlohy N2. Rovnost nastane, pravé kdyz
plati a;/a; = a;/a; kdykoli ¢ # j, tedy pravé kdyz vsechna ¢isla a; jsou stejna.]
Pro libovolnou n-tici kladnych realnych cisla aq,as,...,a, definujeme jejich
aritmeticky primér A,, a harmonicky prumér H,, vzorci

ay+ag+...+ay n

A, = a Hp :
n 1/a1+1/a2+ A4 1/ay

Dokazte, ze vzdy plati A,, = H,,. [Upravte na nerovnost z N3.]
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b, ¢ plati

a b c>§

b+c+c+a+a+b: 2

[Prictéte ke kazdému zlomku 1 a uzijte N3 pro trojici b+ ¢, ¢+ a, a + b.]
Pro libovolna kladna realna cisla x, y, z dokazte nerovnost

1 1 1
(m+y+z)(—+—+—)§m2, kdem:min(f—i-y—l——g—l— + )
r Yy oz y 2z xx Yy =z

Zjistéte rovnéz, kdy v dokdzané nerovnosti nastane rovnost. [63-A-1-2]
Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

a . b n c
1+bc 14ca 1+ab

12
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D4.

D5.

D6.

[S ohledem na symetrii jisté muzeme predpoklddat, ze a = max(b,c). Prvni
zlomek je ziejmé nejvyse 1. Druhy zlomek je nejvyse b/(a+c), nebot z nerovnosti
(1 —a)(1 —¢) = 0 plyne 1 + ca 2 a + c. Podobné tieti zlomek je nejvyse
c/(a + b). Staci tak dokazat, ze soucet b/(a + ¢) + ¢/(a + b) je nejvyse 1. To
v8ak diky predpokladu a = max(b,c) plati, nebot pak b/(a 4+ ¢) < b/(b+¢) a
¢/(a+b) =c/(b+c)]

Pro redlnd ¢isla a, b plati 9a® + 8ab + 7b> < 6. Dokaizte, Ze Ta + 5b + 12ab < 9.
[VSimnéme si, Ze v obou uvedenych nerovnostech nastdva rovnost pro a = b = %
Uplatnéme proto odhad (a— %)2 > 0 ve tvarua < a*+1 a jeho obdobu b < b?+1,
Dostaneme 7a + 5b+ 12ab < 7((12 + }1) + 5(b2 + i) + 12ab, pritom vyraz napravo
je roven (9a” + 8ab + 7b%) — 2(a — b)? + 3.]

Pro kladnd redlnd ¢isla a, b, ¢, d plati abed = 4 a a® + b + ¢ + d? = 10. Uréete
nejvetsi moznou hodnotu vyrazu ab+bc+cd+da. [https://skmo.sk/dokument .
php?id=994#page=9]

Najdéte nejmensi kladné realné ¢islo ¢ s nasledujici vlastnosti: Kdykoliv realna
¢isla a, b, ¢, d spliuji rovnosti a + b+ c+d = 6 a a® + b> + ¢ + d? = 10, lze z
téchto ¢isel vybrat dvé, jejichz rozdil mé absolutni hodnotu nejvyse ¢. [https://
iksko.org/files/1/vzorakl.pdf#page=1]
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